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АНАЛИТИЧЕСКАЯ ПРИРОДА ФУНКЦИИ ГРИНА В ОКРЕСТНОСТИ
ПРОСТОГО ПОЛЮСА

Аннотация. Известно, что функция Грина краевой задачи представляет мероморф-
ную функцию от спектрального параметра. Когда краевые условия содержат интегро-
диференциальные члены, то мероморфность функции Грина такой задачи также можно дока-
зать. При этом удается выписать структуру вычета в особых точках функции Грина краевой
задачи с интегродифференциальными возмущениями. Анализ структуры вычета позволяет
утверждать, что собственные функций исходного оператора достаточно гладкие функции.
Удивительно, что сопряженный оператор может иметь негладкие собственные функций. В
работе выяснена степень негладкости собственной функции сопряженного оператора к опера-
тору с интегро-диференциальными краевыми условиями. Указывается, что даже сопряжен-
ные к многоточечным граничным задачам обладают негладкими собственными функциями.
Ключевые слова: оценка, полюс, собственные значения, интегро-дифференциальные усло-
вия, единственное решение, ряд Лорана, сопряженной оператор, собственная функция, воз-
мущенная краевая задача, граничные условия, функция Грина, резольвента, базис Рисса,
простой нуль.
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Қарапайым полюс маңайындағы Грин функциясының аналитикалық табиғаты

Аңдатпа. Шекаралық есептiң Грин функциясы спектральды параметрдiң мероморфтық
функциясы екенi белгiлi. Егер шекаралық шарттарда интегро-дифференциалды мүшелер
болса, онда мұндай есептiң Грин функциясының мероморфтылығын да дәлелдеуге болады.
Бұл жағдайда ауытқыған интегро-дифференциалды шекаралық есептердiң Грин функциясы-
ның сингулярлы нүктелерiндегi шегерiмнiң құрылымын жазуға болады. Қалдық құрылымын
талдау бастапқы оператордың меншiктi функциялары жеткiлiктi тегiс функция болатынын
тұжырымдауға мүмкiндiк бередi. Бiр таңқаларлығы, түйiндес оператордың тегiс емес мен-
шiктi функциялары болуы мүмкiн.Бұл жұмыста интегро-дифференциалды шекаралық шар-
ттар бар операторға түйiндес оператордың меншiктi функциясының тегiс еместiгiнiң деңгейi
анықталды. Көпнүктелi шекралық есептерге түйiндестердiң де тегiс емес меншiктi функци-
яларға ие болатыны көрсетiлген.
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The analytical nature of the Green’s function in the vicinity of a simple pole

Abstract. It is known that the Green function of a boundary value problem is a meromorphic
function of a spectral parameter. When the boundary conditions contain integro-differential
terms, then the meromorphism of the Green’s function of such a problem can also be proved.
In this case, it is possible to write out the structure of the residue at the singular points of
the Green’s function of the boundary value problem with integro-differential perturbations. An
analysis of the structure of the residue allows us to state that the eigenfunction functions of the
original operator are sufficiently smooth functions. Surprisingly, the adjoint operator can have
non-smooth eigenfunctions. The degree of non-smoothness of the eigenfunction of the adjoint
operator to an operator with integro-differential boundary conditions is clarified. It is indicated
that even those conjugate to multipoint boundary value problems have non-smooth eigenfunctions.

Key words: estimate, pole, eigenvalues, integro-differential conditions, unique solution, Laurent
series, adjoint operator, eigenfunction, perturbed boundary, value problem, boundary conditions,
Green’s function, resolution, Riesz basis, simple zero .

1 Введение

Пусть 0<x<1 и задано дифференциальное выражение

L(y) = yn(x) +
n−1∑
k=0

pk(x)y
(k)(x), 0 < x < 1

с гладкими коэффициентами pk ∈ Сk[0, 1], k = 0, 1, ..., n − 1. Дальнейшие все рас-
суждения показаны для случая n=3, однако приводимые результаты (при соответ-
ствующей их модификации) выполняются для произвольных n. Найдем набор чисел
α1, β1, γ1, α2, β2, γ2, α3, β3, γ3 таких, что θ0 ̸= 0 и θ1 ̸= 0, где

θ0 =

∣∣∣∣∣∣∣
α1ω

(γ1)
1 α1ω

(γ1)
2 β1ω

(γ1)
3

α2ω
(γ2)
1 α2ω

(γ2)
2 β2ω

(γ2)
3

α3ω
(γ3)
1 α3ω

(γ3)
2 β3ω

(γ3)
3

∣∣∣∣∣∣∣ , θ1 =
∣∣∣∣∣∣∣
α1ω

(γ1)
1 β1ω

(γ1)
2 β1ω

(γ1)
3

α2ω
(γ2)
1 β2ω

(γ2)
2 β2ω

(γ2)
3

α3ω
(γ3)
1 β3ω

(γ3)
2 β3ω

(γ3)
3

∣∣∣∣∣∣∣ ,

ω1 = −1, ω2 =
1

2
+ i

√
3

2
ω3 =

1

2
− i

√
3

2

Из результатов работ [1], [2] вытекает, что совокупность граничных условий

U1(y) = α1y
(γ1)(0) + β1y

(γ1)(1) = 0,

U2(y) = α2y
(γ2)(0) + β2y

(γ2)(1) = 0, (1)

U3(y) = α3y
(γ3)(0) + β3y

(γ3)(1) = 0

,
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представляют усиленно-регулярные краевые условия.Поэтому система собственных
функций задачи на собственные значения

L(y) = λy, 0 < x < 1 (2)

с краевыми условиями (1) образуют базис Рисса в функциональном пространстве
L2(0, 1).Согласно монографии [3], асимптотика одной серии собственных значений кра-
евой задачи (1), (2) имеет вид

λ
′

k = (−2kπi)3
[
1− 3 ln0 ξ

(1)

2kπi
+O

(
1

k2

)]
Другая серия собственных значений краевой задачи (1), (2) имеет аналогичный вид.

Из результатов работы [4], вытекает, что следующие краевые условия

Vj(y) ≡ Uj(y) +

γj∑
s=0

∫ 1

0

y(s)(t)ρsJ (t)dt = 0, j = 1, ..., n (3)

также представляют усиленно-краевые условия. Поэтому остаются справедливости ре-
зультаты работ [1],[2], так что система собственных и присоединенных функции опера-
тора с краевыми условиями (3) образуют базис Рисса в функциональном пространстве
L2(0, 1). Для дальнейших целей краевые условия (3) удобно переписать в каноническом
виде, предложенном в работе [5]. Уравнение L(y) = f(x), 0 < x < 1 с интегро-
дифференциальными условиями вида

Vj(y) ≡ Uj(y)−
∫ 1

0

L(y)σj(x)dx = 0, j = 1, 2, 3 (4)

при произвольном наборе граничных функции

σ1 ∈ L2(0, 1), σ2 ∈ L2(0, 1), σ3 ∈ L2(0, 1).

имеет единственное решение y(x) при любом f из L2(0, 1) причем справедлива оценка
∥y∥L2(0,1)

≤ c ∥f(x)∥
L2(0,1)

. Обратное утверждение также верно. Если уравнение L(y) =

f(x), 0 < x < 1 с некоторыми дополнительными линейными условиями при любом
f из L2(0, 1) имеет единственное решение с требованием ∥y∥L2(0,1)

≤ c ∥f(x)∥
L2(0,1)

то
найдется такой набор граничных функции σ1 ∈ L2(0, 1), σ2 ∈ L2(0, 1), σ3 ∈ L2(0, 1), что
дополнительные условия будут эквивалентны условиям (3).

Согласно приведенной теореме условия (3) эквивалентны условиям (4) при неко-
торых σ1 ∈ L2(0, 1), σ2 ∈ L2(0, 1), σ3 ∈ L2(0, 1).Подробности вычисления граничных
функции σ1, σ2, σ3 по функциям {ρsj(t)} можно найти в работе [6].

2 Обзор литературы

Статья посвящена построению функции Грина краевой задачи для дифференциаль-
ного уравнения с усиленно-регулярными краевыми условиями в окрестности полюса.
Вопросы, как построение функции Грина и разложение по собственным функциям для
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дифференциальных операторов с усиленно- регулярными краевыми условиями мало
изучены. Для изучения аналитической природы функции Грина мы развиваем идеи ра-
бот [Кангужин, Вычетное и спектральное разложения дифференциального оператора
на графе-звезде, Вестник КазНУ, 2018], [Келдыш]. Отметим работы [9], [10] посвящены
разложению по собственным функциям дифференциальных самосопряженных и неса-
мосопряженных операторов.

В работе [14] изучены обратные задачи для дифференциальных операторов с ре-
гулярно краевыми условиями для 2-го порядка. В работе [17] рассмотрены спектраль-
ные задачи для дифференциального оператора нечетного порядка. В работе [13], [15],
[18],[19], [20] приведены некоторые вопросы спектрального анализа обратных задач для
дифференциальных операторов.

А в данной работе выведена формула разложения функции Грина по собственным
функциям дифференциального оператора 3-го порядка с усиленно- регулярными крае-
выми условиями.

3 Функция Грина невозмущенной краевой задачи

Рассмотрим краевую задачу на собственные значения

L(y) = f(x), 0 < x < 1
U1(y) = 0, U2(y) = 0, U3(y) = 0

Резольвента оператора L имеет вид

(L0 − λI)−1f =

∫ 1

0

G0(x, t, λ)f(t)dt

где

G0(x, t, λ) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x, λ) y2(x, λ) y3(x, λ) g(x, t)
U1(y1) U1(y2) U1(y3) U1(g)
U2(y1) U2(y2) U2(y3) U2(g)
U3(y1) U3(y2) U3(y3) U3(g)

∣∣∣∣∣∣∣∣
∆0(λ)

- функция Грина оператора L0. Здесь при x > t функция g(x, t) имеет следующий
вид:

g(x, t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(t) y2(t) y3(t)

y
(1)
1 (t) y

(1)
2 (t) y

(1)
3 (t)

y1(x) y2(x) y3(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
если x ≤ t, тогда g(x, t) = 0.

∆0(λ) =

∣∣∣∣∣∣
U1(y1) U1(y2) U1(y3)
U2(y1) U2(y2) U2(y3)
U3(y1) U3(y2) U3(y3)

∣∣∣∣∣∣
,
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3.1 Возмущенная краевая задача и ее функция Грина

Рассмотрим краевую задачу на собственные значения

L(y) = f(x), 0 < x < 1

V1(y) ≡ U1(y)−
∫ 1

0
L(y)σ1(x)dx = 0

U2(y) = 0, U3(y) = 0

Резольвента оператора L имеет вид

(L− λI)−1f(x) =

∫ 1

0

G(x, t, λ)f(t)dt, 0 < x < 1

где

G(x, t, λ) =

∣∣∣∣ κ1(x, λ) G0(x, t, λ)
V1(κ1) V1(G0)

∣∣∣∣
V1(κ1)

= G0(x, t, λ)−
κ1(x, λ)V1(G0)

V1(κ1)

-функция Грина оператора L.
Здесь κ1(x, λ)- решение однородного уравнения

L(κ1) = λκ1 , 0 < x < 1,

с неоднородными краевыми условиями

U1(κ1) = 1, U2(κ1) = 0, U3(κ1) = 0.

3.2 Главная часть разложения в ряд Лорана функции Грина

В этом пункте вычислена главная часть разложения в ряд Лорана функции Грина
возмущенного оператора в окрестности простого собственного значения. В нашем
случае, нули функции V1(κ1) являются полюсами резольвенты (L − λI)−1. Пусть

λ0−простой нуль функции V1(κ1) = 0
d

dλ
V1(κ)

∣∣∣∣
λ0

̸= 0. Тогда разложение в ряд Лорана

в окрестности простого полюса примет вид

G(x, t, λ) = −
res
λ0
G(x, t, λ)

λ− λ0
+прав. часть

где

res
λ0
G(x, t, λ) = −κ1(x, λ)V1(G0)

d

dλ
V1(κ1)

∣∣∣∣
λ=λ0

(5)

По теореме Келдыша [7] известно, что

G(x, t, λ) = −u0(x)v0(t)
λ− λ0

+ h0(x, t, λ), (6)



8 Аймал Раса Г.X. и др

где h0(x, t, λ)−регулярная в окрестности точки λ0.Здесь u0(x)−собственная функция
оператора L, а v0(t) - собственная функция сопряженного оператора L∗к операторуL,
то есть

L(u0) = λ0u0, u0 ∈ D(L),

L∗(v0) = λ0v0, v0 ∈ D(L∗).

Сравнивая соотношения (5) и (6), получим равенства

u0(x) = κ1(x, λ0), v0(t) =
V1(G0)

d

dλ
V1(κ1)

∣∣∣∣
λ=λ0

Теорема 1. Если λ0-простое собственное значение оператора L, тогда собственная
функция оператора L имеет следующий вид

k1(x, λ0) =
1

∆0 (λ0)

∣∣∣∣∣∣
y1(x, λ0) y2(x, λ0) y3(x, λ0)
U2(y1) U2(y2) U2(y3)
U3(y1) U3(y2) U3(y3)

∣∣∣∣∣∣
То есть удовлетворяет следующей возмущенной краевой задаче

Lκ1(x, λ0) = λ0κ1(x, λ0),

V1κ1(x, λ0) = U1κ1(x, λ0)−
∫ 1

0
L(κ1(x, λ0))σ1(x)dx = 0,

U2κ1(x, λ0) = U3(κ1(x, λ0) = 0

Теорема 2. Пусть λ0− простой нуль функции V1(κ1).Тогда функция Грина опера-
тора L в окрестности простого полюса имеет представление

G(x, t, λ) =

κ1(x, λ0)V1(G0)

d

dλ
V1(κ1)

∣∣∣∣
λ=λ0

λ− λ0
+G0(x, t, λ0)

Здесь κ1(x, λ0) - собственная функция оператора L, V1(G0) - собственная функция
сопряженного оператора L∗ к оператору L. Причем она определяется по формуле

V1(G0) = σ1(t) + λ0

∫ 1

t

g(x, t, λ)σ1(x)dx+
λ0

∆0(λ0)∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(t) y2(t) y3(t)

y
(1)
1 (t) y

(1)
2 (t) y

(1)
3 (t)

1∫
0

2∑
k=1

βk+1y
(k)
1 (1)A3σ1(x)dx

1∫
0

2∑
k=1

βk+1y
(k)
2 (1)A3σ1(x)dx

1∫
0

2∑
k=1

βk+1y
(k)
3 (1)A3σ1(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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4 Заключение

В заключении отметим, что собственная функция исходного оператора гладкая функ-
ция. В то же время собственная функция сопряженного оператора может быть неглад-
кой и степень ее гладкости зависит от гладкости граничного возмущения. Эти выводы
вытекают из представления собственных функций данных в теореме 2. В частности даже
сопряженные к многоточечным граничным задачам обладают негладкими собственны-
ми функциями. В данной теореме 2 приведены результаты, касающихся возмущения
только одного граничного условия. Аналогичные результаты получаются, когда возму-
щению подвергаются все три граничных условия.
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ПОСТРОЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО ОПРЕДЕЛИТЕЛЯ
ОДНОГО ТИПА ЗАДАЧ НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ПРИ

ИНТЕГРАЛЬНОМ ВОЗМУЩЕНИИ ДВУХ КРАЕВЫХ УСЛОВИЙ

Аннотация. Хорошо известно, что система собственных функций оператора, заданного фор-
мально самосопряженным дифференциальным выражением, с произвольными самосопря-
женными краевыми условиями, обеспечивающими дискретный спектр, образует ортонорми-
рованный базис. Во многих работах исследовался вопрос о сохранении свойств базисности
при некотором (слабом в определенном смысле)возмущении исходного оператора. Для случая
произвольного обыкновенного дифференциального оператора, когда невозмущенные крае-
вые условия являются усиленно регулярными, вопрос об устойчивости свойства базисности
корневых векторов при их интегральном возмущении положительно решен в работах А.А.
Шкаликова. В серии наших предыдущих работ рассматривался вопрос о построении харак-
теристического определителя и об устойчивости свойства базисности корневых векторов при
интегральном возмущении одного из краевых условий. Были рассмотрены практически все
возможные типы краевых условий, которые являются регулярными, но не усиленно регу-
лярными. В настоящей работе рассматривается спектральная задача для оператора крат-
ного дифференцирования при интегральном возмущении краевых условий одного типа, яв-
ляющихся регулярными, но не усиленно регулярными. В отличие от предыдущих работ на-
ми рассматривается случай, когда интегральное возмущение присутствует в обоих краевых
условиях. Первым основным результатом работы является построение характеристического
определителя спектральной задачи. На основании полученной формулы делаются выводы
об асимптотике собственных значений и собственных функций задачи. Вторым основным ре-
зультатом работы является обоснование базисности Рисса системы корневых функций рас-
сматриваемой задачи при интегральном возмущении двух краевых условий.
Ключевые слова: характеристический определитель, базис Рисса, усиленно регулярные
краевые условия, корневые функции, интегральное возмущение краевого условия.
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Аңдатпа. Кез-келген өзiне-өзi түйiндес шеттiк шарттармен және өзiне-өзi түйiндес формаль-
дi дифференциалдық амалмен берiлген, спектрi дискреттi болатын оператордың меншiктi
функцияларының жүйесiнiң ортонормаланған базис құрайтындығы белгiлi жәй. Көптеген
жұмыстарда (әлсiз мағынада) толқытылған бастапқы берiлген оператордың базистiлiк қаси-
етiнiң сақталу мәселесi зерттелген. Толқытылмаған шеттiк шарттары күшейтiлмеген регу-
лярлы болған жағдайдағы қарапайым дифференциалдық оператор үшiн шеттiк шарттарын
интегралдық толқытқандағы түбiрлiк векторлардың базистiлiк қасиеттерiнiң орнықтылығы
туралы мәселе А.А. Шкаликовтың жұмыстарында дұрыс шешiмiн тапқан. Алдыңғы жа-
рияланған бiздiң сериялық жұмыстарымызда характеристикалық анықтауышты құру және
шеттiк шарттардың кез-келген бiреуiн интегралдық толқытқандағы түбiрлiк векторлардың
базистiлiк қасиеттерiнiң орнықтылығын анықтау сұрақтары зерттелген болатын. Регуляр-
лы, бiрақ күшейтiлмеген регулярлы шеттiк шарттардың барлық мүмкiн болатын типтерi
түгелдей дерлiк қарастырылды. Осы жұмыста регулярлы, бiрақ күшейтiлмеген, бiр типте-
гi интегралдық толқытылған шеттiк шарттармен берiлген еселi дифференциалдау операто-
ры үшiн спектралдық есебi қарастырылады. Шеттiк шарттардың екеуiне де интегралдық
толқыту арқылы әсер еткендiгiмен алдыңғы жарыққа шыққан жұмыстардан бұл жұмыс
ерекшеленедi. Бiрiншi кезектегi қол жеткiзген нәтиже, ол қарастырылып отырған спектрал-
дық есептiң характеристикалық анықтауышының құрылуы. Алынған формуланың негiзiн-
де спектралдық есептiң меншiктi мәндерi мен меншiктi функцияларының асимптотикалары
туралы қорытынды жасалады. Екiншi кезектегi алынған негiзгi нәтиже, осы спектралдық
есептiң, шеттiк шарттарының екеуiне де интегралдық толқытумен әсер еткендегi түбiрлiк
функциялар жүйесiнiң Рисс базистiлiгiн тұжырымдау болып табылады.
Түйiн сөздер: характеристикалық анықтауыш, Рисс базисi, күшейтiлген регулярлы шеттiк
шарттар, түбiрлiк функциялар, шеттiк шарттардың интегралдық толқытылуы.
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Construction of a characteristic determinant for one type of eigenvalue problems under

integral perturbation of two boundary conditions

Abstract. It is well known that the system of eigenfunctions of an operator given by a formally self-
adjoint differential expression, with arbitrary self-adjoint boundary conditions providing a discrete
spectrum, forms an orthonormal basis. In many papers, the question on saving basis properties
under some (weak in a certain sense) perturbation of the initial operator has been investigated.
For the case of an arbitrary ordinary differential operator, when unperturbed boundary conditions
are strongly regular, the question of the stability of the basis property of root vectors under their
integral perturbation is positively solved in papers of A.A. Shkalikov. In a series of our previous
papers, we have considered the question of constructing a characteristic determinant and of the
stability of the basis property of the root vectors under the integral perturbation of one of the
boundary conditions. Almost all possible types of the boundary conditions that are regular but not
strongly regular have been considered. In the present paper, a spectral problem for the multiple
differentiation operator under the integral perturbation of one type boundary conditions being
regular but not strongly regular is considered. In contrast to the previous papers we consider a
case when the integral perturbation is present in both boundary conditions. The first main result
of the paper is to construct a characteristic determinant of the spectral problem. Based on the
obtained formula, we come to the conclusion about the asymptotic behavior of eigenvalues and
eigenfunctions of the problem. The second main result of the paper is to justify the Riesz basis
property of the system of root functions of the problem under consideration under the integral
perturbation of two boundary conditions.
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Key words: сharacteristic determinant, Riesz basis property, strongly regular boundary
conditions, root functions, integral perturbation of boundary condition.

1 Введение

Хорошо известно, что система собственных функций оператора, заданного формально
самосопряженным дифференциальным выражением, с произвольными самосопряжен-
ными краевыми условиями, обеспечивающими дискретный спектр, образует ортонорми-
рованный базис пространства L2. Во многих работах исследовался вопрос о сохранении
свойств базисности при некотором (слабом в определенном смысле) возмущении исход-
ного оператора. Например, для случая самосопряженного исходного оператора анало-
гичный вопрос исследовался в [1-3], а для несамосопряженного – в [4-6].

В серии наших предыдущих работ [7-14] рассматривался вопрос о построении харак-
теристического определителя и об устойчивости свойства базисности корневых векторов
при интегральном возмущении одного краевого условия. Были рассмотрены практи-
чески все возможные типы краевых условий. Заключительные формулировки можно
найти в нашей обзорной статье [15].

В настоящей работе мы исследуем спектральные свойства задачи, в которой оба
краевых условия имеют интегральное возмущение:

l(u) ≡ −u′′(x) = λu(x), 0 < x < 1, (1)

U1(u) ≡ u′(0)− u′(1) + αu(0) =

∫ 1

0

p1(x)u(x)dx, p1(x) ∈ L2(0, 1), (2)

U2(u) ≡ u(0)− u(1) =

∫ 1

0

p2(x)u(x)dx, p2(x) ∈ L2(0, 1). (3)

Здесь α ̸= 0 - произвольное комплексное число.
В [3] были исследованы вопросы устойчивости базисных свойств периодической за-

дачи (случай α = 0) для уравнения (1), при интегральном возмущении второго краевого
условия (p1(x) ≡ 0). Было доказано, что множество P функций p2(x), при которых зада-
ча обладает свойством базисности собственных функций - плотно в L1(0, 1), множество
L1(0, 1)\P также плотно в L1(0, 1).

В нашей работе [7] были исследованы вопросы устойчивости базисных свойств
этой задачи в случае α ̸= 0 при интегральном возмущении второго краевого условия
(p1(x) ≡ 0). Было доказано, что свойство базисности Рисса систем корневых функций
задачи является устойчивым относительно интегрального возмущения краевого усло-
вия. В частности, показано, что в случае, когда α ̸= 0 и p1(x) ≡ 0, система корне-
вых функций задачи (1)-(3) образует базис Рисса в L2(0, 1) при любых возмущениях
p2(x) ∈ W 1

2 (0, 1).
Вопрос о базисности корневых функций оператора с более общими интегральны-

ми краевыми условиями положительно решен в [5-6], где доказана базисность Рисса со
скобками при условии регулярности по Биркгофу [16, с. 66–67] краевых условий невоз-
мущенной задачи; а при дополнительном предположении усиленной регулярности - ба-
зисность Рисса. В нашем случае невозмущенные (при p1(x) ≡ p2(x) ≡ 0) краевые усло-
вия (2), (3) являются регулярными, но не усиленно регулярными краевыми условиями.
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Поэтому в этом случае для исследования базисности Рисса не применимы результаты
[5-6], а требуется дополнительное подробное исследование.

Из [5] следует, что система собственных и присоединенных функций задачи (1)-(3)
полна и минимальна в L2(0, 1). В настоящей работе мы построим характеристический
определитель спектральной задачи (1)-(3). На основании полученной формулы может
быть доказана устойчивость свойства базисности Рисса системы собственных и присо-
единенных функций задачи при интегральном возмущении краевых условий.

В качестве невозмущенной задачи мы принимаем задачу, рассмотренную нами в [7],
то есть задачу (1)-(3) при p2(x) ≡ 0. И рассмотрим спектральны свойства задачи при
возмущении второго краевого условия (3) интегральным членом с плотностью p2(x).

2 Невозмущенная задача

В этом пункте p2(x) ≡ 0. Как следует из [7], при любых α ̸= 0 невозмущенная задача

l(u) ≡ −u′′(x) = λu(x), U1(u) =

∫ 1

0

p1(x)u(x)dx, U2(u) = 0 (4)

обладает асимптотически простым спектром, а система ее нормированных собственных
функций образует базис Рисса в L2(0, 1). Сформулируем этот результат более подробно,
в виде леммы.

Лемма 1 ([7]) Пусть p1(x) ∈ W 1
2 (0, 1). Тогда собственные значения невозмущенной

задачи – задачи (4) – образуют две серии:

λ01k = (2πk + δ1k)
2, k = 1, 2, ...,

λ02k = (2πk + δ2k)
2, k = 0, 1, 2, ...,

где δ1k и δ2k – убывающие к нулю коэффициенты такие, что {kδ1k} ∈ l2 и {kδ2k} ∈
l2. Эти собственные значения асимптотически простые, то есть δ1k ̸= δ2k для всех
достаточно больших номеров k.
Задача (4) имеет не более, чем конечное число присоединенных функций.
Собственные функции задачи асимптотически имеют вид

u01k(x) =
√
2 sin(λ01kx) + β1k cos(λ

0
1kx),

u02k(x) =
√
2 cos(λ02kx) + β2k sin(λ

0
2kx),

(5)

где последовательности β1k и β2k – убывающие к нулю так, что {kβ1k} ∈ l2 и
{kβ2k} ∈ l2.
Система нормированных собственных функций и присоединенных функций (если су-
ществуют) задачи (4) образует базис Рисса в L2(0, 1).

Через {v01k(x), v02k(x)} обозначим систему, биортогональную системе собственных и
присоединенных функций задачи (4). Нумерация выбрана таким образом, чтобы вы-
полнялись условия биортогональности(

u0jk, v
0
nm

)
= δjnδkm, j, n = 1, 2.
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В силу леммы 1, эта система также образует базис Рисса в L2(0, 1).
Поэтому функция p2(x) представима в виде ряда Фурье по базису Рисса

{v01k(x), v02k(x)} :

p2(x) =
∞∑
k=1

a1kv
0
1k(x) +

∞∑
k=0

a2kv
0
2k(x). (6)

Система {v01k(x), v02k(x)} является системой корневых функций задачи, сопряженной
к задаче (4). Следует отметить, что впервые построение сопряженных операторов в
случае интегральных краевых условий проводилось в статье A.M. Krall [17].

Непосредственным вычислением не сложно убедиться, что спектральная задача, со-
пряженная задаче (4) – это задача для нагруженного дифференциального уравнения с
нелокальными краевыми условиями:

l∗(v) ≡ −v′′(x) + p1(x)v(0) = λv(x), 0 < x < 1, (7)

V1(u) ≡ v′(0)− v′(1) + αv(0) = 0, (8)

V2(u) ≡ v(0)− v(1) = 0. (9)

3 Характеристический определитель задачи (1)-(3)

Удовлетворяя общее решение u(x, λ) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx уравнения (1) условиям

(2), (3), получаем линейную систему относительно коэффициентов Ck:

C1

[
α+

√
λ sin

√
λ−

∫ 1

0
p1(x) cos

√
λxdx

]
+

C2

[√
λ−

√
λ cos

√
λ−

∫ 1

0
p1(x) sin

√
λxdx

]
= 0,

C1

[
1− cos

√
λ−

∫ 1

0
p2(x) cos

√
λxdx

]
+

C2

[
− sin

√
λ−

∫ 1

0
p2(x) sin

√
λxdx

]
= 0.

(10)

Ее определитель и будет характеристическим определителем задачи (1)-(3):

∆1(λ) =

∣∣∣∣∣ α+
√
λ sin

√
λ−

∫ 1

0
p1(x) cos

√
λxdx 1− cos

√
λ−

∫ 1

0
p2(x) cos

√
λxdx√

λ(1− cos
√
λ)−

∫ 1

0
p1(x) sin

√
λxdx − sin

√
λ−

∫ 1

0
p2(x) sin

√
λxdx

∣∣∣∣∣ . (11)

Легко видеть, что характеристический определитель невозмущенной задачи (1)-(3)
получается отсюда при p2(x) ≡ 0. Обозначим его через

∆0(λ) =

∣∣∣∣∣ α+
√
λ sin

√
λ−

∫ 1

0
p1(x) cos

√
λxdx 1− cos

√
λ√

λ(1− cos
√
λ)−

∫ 1

0
p1(x) sin

√
λxdx − sin

√
λ

∣∣∣∣∣ . (12)

Используя разложение (6), найдем более удобное представление определителя ∆1(λ).
Для этого сначала вычислим входящие в (11) интегралы. Для простоты демонстрации
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вычислений будем считать, что все собственные значения невозмущенной задачи (4) -
простые (нет присоединенных функций).

Принимая во внимание уравнение (7) и краевые условия (8), (9), которым удовле-
творяют функции v0jk(x), вычисляем:

(λ− λ0jk)

∫ 1

0

v0jk(x) cos
√
λxdx =

∫ 1

0

v0jk(x)λ cos
√
λxdx−

∫ 1

0

λ0v0jk(x) cos
√
λxdx =

= −
∫ 1

0

v0jk(x)
(
cos

√
λx
)′′
dx+

∫ 1

0

v0
jk′′

(x) cos
√
λxdx− v0jk(0)

∫ 1

0

p1(x) cos
√
λxdx =

=

∫ 1

0

{
−v0jk(x)

(
cos

√
λx
)′

+ v0
jk′
(x) cos

√
λx

}′

dx− v0jk(0)

∫ 1

0

p1(x) cos
√
λxdx =

= v0jk(0)

[
α+

√
λ sin

√
λ−

∫ 1

0

p1(x) cos
√
λxdx

]
+ v0

jk′
(1)
[
cos

√
λ− 1

]
.

Аналогично вычисляется и второй интеграл

(λ− λ0jk)

∫ 1

0

v0jk(x) sin
√
λxdx =

= v0jk(0)

[√
λ−

√
λ cos

√
λ−

∫ 1

0

p1(x) sin
√
λxdx

]
+ v0

jk′
(1)
[
sin

√
λ
]
.

Поэтому из разложения (6) будем иметь представления:∫ 1

0

p2(x) cos
√
λxdx = A(λ)

[
cos

√
λ− 1

]
+B(λ)

[
α+

√
λ sin

√
λ−

∫ 1

0

p1(x) cos
√
λxdx

]
,

∫ 1

0

p2(x) sin
√
λxdx = A(λ)

[
sin

√
λ
]
+B(λ)

[√
λ
(
1− cos

√
λ
)
−
∫ 1

0

p1(x) sin
√
λxdx

]
,

где обозначено

A(λ) =
∞∑
k=1

a1k
λ− λ01k

v0
1k′

(1) +
∞∑
k=0

a2k
λ− λ02k

v0
2k′

(1),

B(λ) =
∞∑
k=1

a1k
λ− λ01k

v01k(0) +
∞∑
k=0

a2k
λ− λ02k

v02k(0).

Используя полученное, стандартными преобразованиями определитель (9) приводит-
ся к виду:

∆1(λ) = ∆0(λ) [1 + A(λ)] ≡ ∆0(λ)

[
1 +

∞∑
k=1

a1k
λ− λ01k

v0
1k′

(1) +
∞∑
k=0

a2k
λ− λ02k

v0
2k′

(1)

]
. (13)

Сформулируем полученный результат в виде теоремы.
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Теорема 1 Характеристический определитель задачи (1)-(3) с возмущенными инте-
гралом условиями представим в виде (13), где ∆0(λ) – характеристический определи-
тель невозмущенной задачи (4), λ0jk – собственные значения невозмущенной задачи
(4), а ajk – коэффициенты разложения (6) функции p2(x) в биортогональный ряд по
базису Рисса {v01k(x), v02k(x)} являющегося системой корневых функций задачи, сопря-
женной к задаче (4).

Замечание 1 В представлении (13) функция A(λ) имеет полюса в точках λ = λ01k
первого порядка. Однако в этих же точках функция ∆0(λ) имеет нули первого поряд-
ка. Поэтому функция ∆1(λ), представленная по формуле (13) является целой анали-
тической функцией переменной λ.

4 Собственные значения задачи (1)-(3)

Из анализа формулы (13) легко видеть, что собственные значения λ0jk невозмущенной
задачи (4) являются собственными значениями возмущенной задачи (1)-(3), если для
этих номеров j, k соответствующий коэффициент Фурье в разложении (6) равен нулю:
ajk = 0.

Случай простого вида характеристического определителя (13) – когда p2(x) пред-
ставляется в виде (6) с конечной суммой слагаемых. То есть, когда существует такой
номер N , что ajk = 0 для всех k > N , j = 1, 2. В этом случае формула (13) принимает
вид

∆1(λ) = ∆0(λ) [1 + A(λ)] ≡ ∆0(λ)

[
1 +

N∑
k=1

a1k
λ− λ01k

v0
1k′

(1) +
N∑
k=0

a2k
λ− λ02k

v0
2k′

(1)

]
.

Из этого частного случая формулы (13) легко обосновать следующую

Лемма 2 Для любых наперед заданных чисел – комплексного λ̂ и натурального m̂ –
всегда существует такая функция p2(x), что λ̂ будет являться собственным значе-
нием задачи (1)-(3) кратности m̂.

В силу этой леммы возмущенная задача может иметь любое конечное число кратных
собственных значений. Поэтому ее корневые подпространства состоят из собственных и
(может быть) присоединенных функций.

Перейдем к определению асимптотики собственных значений возмущенной задачи в
общем случае. Обозначим собственные значения возмущенной задачи через λ1jk.

Стандартными рассуждениями, связанными с применением теоремы Руше, находим,
что для достаточно больших номеров k нули характеристического определителя (13)
имеют вид√

λ1jk = 2πk + γjk, |γjk| < 1.

Уточним асимптотику δjk. Из (13) легко видеть, что имеет место асимптотика∣∣γjk∣∣ = ∣∣ajk∣∣ · ∣∣O(1)∣∣. (14)
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Так как коэффициенты Фурье по базису Рисса принадлежат пространству последо-
вательностей l2, то отсюда следует, что числовая последовательность {γjk} ∈ l2, j = 1, 2.
Это и дает искомую асимптотику собственных значений. Таким образом, доказана

Лемма 3 Пусть p2(x) ∈ L2(0, 1). Тогда собственные значения задачи (1)-(3) образуют
две серии:

λ11k = (2πk + γ1k)
2, k = 1, 2, ..., ,

λ12k = (2πk + γ2k)
2, k = 0, 1, 2, ...,

(15)

где {γjk} ∈ l2, j = 1, 2. Причем γjk = δjk при ajk = 0.
Эти собственные значения асимптотически простые, то есть γ1k ̸= γ2k, j = 1, 2, для
всех достаточно больших номеров k.

Для более гладких функций p2(x) асимптотика собственных значений может быть
уточнена.

Лемма 4 Если p2(x) ∈ W 1
2 (0, 1), то собственные значения задачи (1)-(3) имеют

асимптотику (15), где {kγjk} ∈ l2, j = 1, 2. Собственные значения задачи (1)-(3)
асимптотически простые и отделенные.

Доказательство этой леммы проводится по классической схеме с использованием
повышеной гладкости функции p2(x) ∈ W 1

2 (0, 1). Здесь на подробностях вычислений мы
останавливаться не будем.

Используя обозначения п.3, систему (10) можем переписать в виде
C1

[
α+

√
λ sin

√
λ−

∫ 1

0
p1(x) cos

√
λxdx

]
+

+C2

[√
λ
(
1− cos

√
λ
)
−
∫ 1

0
p1(x) sin

√
λxdx

]
= 0,{

C1

[
1− cos

√
λ
]
+ C2

[
− sin

√
λ
]}

[1 + A(λ)] = 0.

(16)

Соответственно, характеристический определитель (11) возмущенной задачи запишется
в виде

∆1(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
α+

√
λ sin

√
λ−

∫ 1

0
p1(x) cos

√
λxdx

[
1− cos

√
λ
]
[1 + A(λ)]

√
λ(1− cos

√
λ)−

∫ 1

0
p1(x) sin

√
λxdx

[
− sin

√
λ
]
[1 + A(λ)]

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (17)

Из этого представления явно видно, что при интегральном возмущении второго кра-
евого условия, собственные значения первой серии не изменяются и совпадают с соб-
ственными значениями невозмущенной задачи (4). Таким образом доказана следующая
теорема о собственных значениях возмущенной задачи (1)-(3).

Теорема 2 Пусть p1(x) ∈ W 1
2 (0, 1) и p2(x) ∈ W 1

2 (0, 1). Тогда собственные значения
возмущенной задачи – задачи (1)-(3) – образуют две серии. Первая серия собственных
значений совпадает с первой серией собственных значений невозмущенной задачи (4):

λ11k ≡ λ01k = (2πk + δ1k)
2, k = 1, 2, ...,
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где δ1k – убывающие к нулю коэффициенты из леммы 1, такие, что {kδ1k} ∈ l2.
Вторая серия собственных значений имеет вид

λ12k = (2πk + γ2k)
2, k = 0, 1, 2, ...,

где γ2k – убывающие к нулю коэффициенты такие, что {kγ2k} ∈ l2. Эти собственные
значения асимптотически простые, то есть δ1k ̸= γ2k для всех достаточно больших
номеров k.

5 Собственные функции задачи (1)-(3)

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что p1(x) ∈ W 1
2 (0, 1) и p2(x) ∈ W 1

2 (0, 1). Ис-
пользуя обозначения п.3, систему (10) можем переписать в виде (16). Анализируя (16)
легко видеть, что собственные функции, соответствующие первой серии собственных
значений задачи, не меняются при интегральном возмущении второго краевого условия.
То есть собственные функции, соответствующие первой серии собственных значений за-
дачи, у возмущенной и невозмущенной задач совпадают.

Это позволяет выписать асимптотику собственных функций возмущенной задачи и
показать, что эта асимптотика совпадает с асимптотикой собственных функций невоз-
мущенной спектральной задачи (4). На подробностях вычислений мы не будем здесь
останавливаться.

Принимая во внимание результат наших работ [3-1], сформулирвоанный в лемме 1,
приходим к следующей теореме.

Теорема 3 Пусть p1(x) ∈ W 1
2 (0, 1) и p2(x) ∈ W 1

2 (0, 1). Тогда спектр задачи (1)-(3)
асимптотически простой. Задача (1)-(3) может иметь не более, чем конечное число
присоединенных функций. Собственные функции возмущенной задачи – задачи (1)-(3)
– образуют две серии. Первая серия собственных функций совпадает с первой серией
собственных функций невозмущенной задачи (4):

u11k(x) ≡ u01k(x) =
√
2 sin(λ01kx) + β1k cos(λ

0
1kx),

где последовательность β1k – последовательность из Леммы 1 – убывающая к нулю
так, что {kβ1k} ∈ l2.
Вторая серия собственных функций имеет асимптотику

u12k(x) =
√
2 cos(λ02kx) + µ2k sin(λ

0
2kx),

где последовательность µ2k – убывающая к нулю так, что {kµ2k} ∈ l2.
Система нормированных собственных функций и присоединенных функций (если су-
ществуют) задачи (1)-(3) образует базис Рисса в L2(0, 1).

Следствие 1 Если p1(x) ∈ W 1
2 (0, 1) и p2(x) ∈ W 1

2 (0, 1), то свойство базисности Рисса
в L2(0, 1) системы корневых функций задачи (1)-(3) сохраняется при интегральном
возмущении краевых условий.
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6 Заключение

Необходимо отметить, что для дифференциального оператора заданного выражением
l(u) = −u′′(x) на отрезке (0, 1) и краевыми условиями на концах этого отрезка вопросы
полноты и базисности систем корневых функций полностью решены в работе P. Lang и
J. Locker [18]. В случае же, когда дифференциальный оператор задается тем же диффе-
ренциальным выражением l(u) = −u′′(x) на отрезке (0, 1), но с более общими условиями
(не краевыми) вопросы о существовании собственных значений, о полноте и о базисно-
сти системы корневых функций окончательно еще далеко не решен.

В связи с этим возникает необходимость отдельного исследования конкретных задач
с нелокальными возмущениями краевых условий. Предыдущие наши работы демонстри-
ровали различные варианты – и устойчивости и неустойчивости свойства базисности –
при интегральном возмущении одного краевого условия. В настоящей работе исследован
случай, когда интегральное возмущение присутсивует в обоих краевых условиях.

Результаты настоящей работы демонстрируют устойчивость свойств базисности кор-
невых функций при интегральном возмущении обоих краевых условий для одного типа
задач, являющихся регулярными, но не усиленно регулярными.
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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ С
МЕРОМОРФНЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ

Аннотация. В предлагаемой работе изучается вопрос о влиянии полюсов потенциала на
асимптотику решений соответствующего уравнения Штурма–Лиувилля при больших значе-
ниях спектрального параметра. Показано, что асимптотика решений в существенном зависит
от того, выполняется или нет для полюсов потенциала условие тривиальной монодромии.
Так, если кривая и стягивающая ее хорда не содержат полюсов потенциала, а все полюса,
лежащие внутри области, ограниченной кривой и ее хордой, удовлетворяют условию триви-
альной монодромии, то результат аналитического продолжения вдоль этой кривой решения
с любыми начальными условиями на одном из концов кривой имеет такую же асимптоти-
ку, как в случае голоморфного потенциала. Если внутри области, ограниченной кривой и ее
хордой, есть хотя бы один полюс, не удовлетворяющий условию тривиальной монодромии,
то асимптотика аналитического продолжения вдоль рассматриваемой кривой любого фик-
сированного решения будет определяться матрицами монодромии части полюсов, лежащих
внутри указанной области. Основываясь на полученных оценках, найдена асимптотика спек-
тра оператора Штурма–Лиувилля на кривой, потенциал которого имеет внутри выпуклой
оболочки указанной кривой один полюс второго порядка, не удовлетворяющий условию три-
виальной монодромии.
Ключевые слова: уравнение Штурма–Лиувилля, асимптотика решений, безмонодромные
потенциалы
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Asymptotics of solutions of the Sturm–Liouville equation with meromorphic potential

Abstract. In the present paper, we study the asymptotics for large spectral parameter of the
solutions of the Sturm–Liouville equation with a meromorphic potential. It is shown that the
asymptotic behavior of solutions depends entirely on the location of the poles and on the fulfillment
of the condition of trivial monodromy. So, if a smooth curve γ, free from poles, and a solution φ
with Cauchy data at one of the ends of γ are given, then provided that the chord contracting γ
also does not contain poles, and all the poles lying inside the domain g bounded by γ and chorda
satisfy the trivial monodromy condition, the φ and its derivative at the other end of γ obtained by
analytic continuation along γ have the same asymptotics as in the case of a holomorphic potential.
The situation is greatly complicated if the domain g contains at least one pole that does not
satisfy the condition of trivial monodromy. In this case, the asymptotics of φ and its derivative
will be determined by the monodromy matrices of the part of the poles lying inside g. Based on
the estimates obtained, we found the spectrum asymptotics of the Sturm–Liouville operator on
some smooth curve γ, with a potential having inside the convex hull γ a unique second-order pole
that does not satisfy the trivial monodromy condition.
Key words: Sturm–Liouville equation, asymptotics of solutions, monodromy-free potentials
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1 Введение

Рассмотрим уравнение

−v′′ = λ2ρ(t)v, t ∈ D, (1)

где λ – большой параметр, D ⊂ C – область, функция ρ голоморфна в D. При опреде-
ленных условиях на D и функцию ρ для решений этого уравнения справедливы ВКБ-
оценки [1, Гл. II, § 2]

v± ∼ exp

(
±iλ

∫ t

t0

√
ρdt

)[
1 +O

(
1

λ

)]
, (2)

равномерно по t ∈ D. Нули функции ρ называют точками поворота. Вблизи них фор-
мулы (2) не работают. Причина этого становится особенно наглядной, если в уравнении
(1) сделать подстановку Лиувилля:

z(t) =

∫ t

t0

√
ρ(s)ds, v(t, λ) = ρ−1/4(t)y(z, λ). (3)

В результате приходим к следующему уравнению для y

−y′′(z) + q(z)y(z) = λ2y(z), z ∈ Ω, (4)

где

q(z) = −p′′(z)/p(z), p(z) = ρ1/4(t(z)). (5)

Ω — образ области D при отображении (3). Из равенства (5) видно, что если a точка
поворота уравнения (1), то b = z(a) полюс 2-го порядка функции q. Ясно, что асимпто-
тика решений уравнения (5) будет существенно зависеть от полюсов функции q. На наш
взгляд, уравнение (4) проще для исследования поведения его решений при больших λ.
Между тем нет ни одной работы, специально посвященной исследованию этого вопроса
для уравнений с мероморфными коэффициентами. В то же время спектральные задачи
с особыми точками и с точками поворота естественным образом возникают в различных
разделах математической физики [1, Гл. III], [3, 4, 5].

В предлагаемой работе мы изучаем вопрос: каким образом полюса функции q влияют
на асимптотику решений уравнения (5)?

2 Обзор литературы

Первое систематическое исследование поведения решений дифференциальных уравне-
ний с голоморфными в некоторой области комплексной плоскости коэффициентами,
зависящими от некоторого большого параметра, было проделано Р.Е. Лангером [2]. Впо-
следствии результаты Лангера обобщались многими авторами в различных направле-
ниях, в том числе на случай мероморфных коэффициентов (см. [6, 7, 8] и имеющиеся
там ссылки).

Укажем также на широкий круг задач, связанных с преобразованием Дарбу [9],
где естественным образом возникают уравнения с регулярными особыми точками, —
квантовая механика для конструирования точно решаемых потенциалов [10, 11], теория
солитонов для нахождения решений уравнения Кортевега де Фриза [12], спектральная
теория[13, 14].
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3 Материалы и методы

С этого момента мы будем иметь дело только с уравнением (4) (вне связи с (1)), поэтому
считаем, что Ω – произвольная область в C и функция q мероморфна в Ω. Далее пусть
K – односвязный компакт из Ω с кусочно-гладкой жордановой границей γ. Без ограни-
чения общности можно считать, что γ содержит точку 0 и функция q голоморфна в 0.
Обозначим через e± решения уравнения (4), удовлетворяющие начальным условиям

e±(0, λ) = 1, e′±(0, λ) = ±iλ. (6)

Поставим вопрос: при каких условиях на q и кривую γ можно получить асимптотиче-
ские оценки для e±(z, λ) при больших λ из некоторого луча или сектора комплексной
плоскости?

Начнем с простейшей ситуации: K не содержит полюсов q. Пусть [0, a] ⊂ K. Из
работы Лангера [2] следует, что если в замыкании области Ωγ, ограниченной кривой γ и
отрезком [0, a] не содержится полюсов функции q, то для значений e± и их производных
на отрезке [0, a] можно выписать полные асимптотические разложения при больших λ
из соответствующих полуплоскостей Π± = {±ℑ(λa) ≥ 0}. Так, для e− эти разложения
имеют вид

e
(k)
− (z, λ) = e−iλz(−iλ)k

(
1 +

∞∑
n=1

ukn(z)λ
−n

)
, λ→ ∞, (7)

равномерно по z ∈ [0, a] и arg λ ∈ [− arg a, − arg a+π]. Здесь uk(z) – известные функции,
которые выражаются через функцию q и первые k − 1 производных [16, Гл. 1, § 4].

3.1 Случай тривиальной монодромии

Пусть функция q голоморфна на границе K и все ее полюса z1, . . . , zn, лежащие внутри
K, удовлетворяют условию безмонодромности [15]:

существуют νk ∈ N, δk > 0 (k = 1, n), такие, что

q(z) =
νk(νk − 1)

(z − zk)2
+

νk−1∑
i=0

cki(z − zk)
2i + (z − zk)

2νk−1qk(z), 0 < |z| < δk, (8)

где ck0, . . . , ck,νk−1 – произвольные числа, функция qk голоморфна в круге {|z| < δk}.
Как известно [15], при выполнении условий (8) любое решение уравнения (4) при лю-

бом значении λ является мероморфной функцией z на K. Другими словами, если Tk(λ) –
матрица монодромии в точке zk для ФСР уравнения (4), задаваемой условиями (6), то
Tk(λ) ≡ I.

Введем обозначения. Если ε > 0, то K(ε) – часть K, полученная удалением ε-
окрестностей точек z1, . . . , zn. Далее пусть Kβ = {eiβz, z ∈ K}.

Определение 1 Точку A, лежащую на границе K, назовем верхней (нижней) для K,
если все точки K лежат не выше (соответственно не ниже) прямой ℑ(z − A) = 0.
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Справедлива следующая теорема.

Теорема 1 Пусть 0 лежит на границе K, функция q голоморфна на границе K, меро-
морфна внутри K с полюсами z1, . . . , zn, удовлетворяющими условию (8). Тогда спра-
ведливы утверждения:

1) если для любого β ∈ [β1, β2] 0 – верхняя точка для Kβ, то

e
(k)
+ (z, λ) ∼ (iλ)keiλz

[
1 +O

(
λ−1
)]
, λ→ ∞, k = 0, 1, (9)

равномерно по z ∈ K(ε) при любом ε > 0 и β1 ≤ arg λ ≤ β2;

2) если для любого β ∈ [β1, β2] 0 – нижняя точка для Kβ, то

e
(k)
− (z, λ) ∼ (−iλ)ke−iλz

[
1 +O

(
λ−1
)]
, λ→ ∞, k = 0, 1, (10)

равномерно по z ∈ K(ε) при любом ε > 0 и β1 ≤ arg λ ≤ β2.

Следствие 1 Пусть γ ⊂ K – гладкая кривая с началом 0 и концом b, не проходящая
через полюса q. Тогда если отрезок [0, a] не содержит полюсов q, то для решения e−
справедлива оценка (7), равномерная по z ∈ [0, a] и arg λ ∈ [− arg a, − arg a+ π].

Таким образом, при выполнении условий (8) оценки для функции e− и ее производной
на любом отрезке свободном от полюсов q такая же, что и в случае, когда полюсов нет
вообще.

Если кривая γ выпукла, то есть является частью границы некоторой выпуклой об-
ласти, то для выполнения оценок (9) и (10) (при определенных значениях β1, β2) нет
необходимости требовать голоморфность q – достаточна лишь суммируемость q на γ.

Пример 1 Пусть γ — кривая с параметризацией

z(x) = x+ is(x), x ∈ [0, 1], (11)

где s — непрерывно дифференцируемая выпуклая вниз функция, такая, что s(0) =
s(1) = 0.

Обозначим αz = arctg s′(ℜz), z ∈ γ. Тогда −π/2 < α0 < 0 < α1 < π/2.

Теорема 2 Пусть функция q ∈ L1(γ). Тогда при λ → ∞ для e+(z, λ) (e−(z, λ))
имеют место оценки (9) (соответственно (10)), равномерные по z ∈ γ и arg λ ∈
[−π − α0,−α1] (соответственно arg λ ∈ [−α0, π − α1]).

При γ = [0, 1] α0 = α1 = 0, так что утверждение теоремы 2 представляет собой хоро-
шо известные [1, гл. II, § 2] ВКБ-оценки решений классического уравнения Штурма–
Лиувилля на отрезке.

С другой стороны, если функция q голоморфна в области Ω, ограниченной кривой
γ и отрезком [0, 1], и непрерывна на замыкании области Ω, то, очевидно, что функ-
ции e±(·, λ) при каждом λ ∈ C обладают такими же свойствами. Следовательно, для
функций e±(t, λ) справедливы указанные ВКБ-оценки, равномерные по t ∈ [0, 1] и
± arg λ ∈ [−π, 0]. Но точно так же мы можем применить теорему 2, выбирая в каче-
стве γ отрезок [0, z], где z – произвольная точка Ω. Отсюда, в частности, следует
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Рисунок 1: Кривая γ

Теорема 3 Если функция q голоморфна в области Ω и непрерывна на Ω, то при каж-
дом фиксированном z ∈ γ

e
(k)
± (t, λ) ∼ (±iλ)ke±itλ

[
1 +O

(
λ−1
)]
, λ→ ∞, (12)

равномерно по t ∈ γ0z и arg λ ∈ [−π − αz,−αz] (соответственно arg λ ∈ [−αz, π − αz]).
Здесь γαβ означает дугу кривой γ с началом и концом в точках α и β.

3.2 Случай ветвления решений

Предположим теперь, что внутри K имеются полюса q, не удовлетворяющие усло-
вию (8). Наличие полюсов, порождающих ветвление решений, сильно усложняет дело:
если кривая γ не является каноническим путем [1, гл. III, § 2] и не гомотопна1 какому-
либо каноническому пути γ̃ ⊂ Ω, стандартный метод ВКБ уже неприменим.

Мы ограничимся примером 1 в случае одного полюса

q(x) =
k(k + 1)

(x− a)2
+ V, k ∈ R\{0,−1}, (13)

где a ∈ Ω и функция V голоморфна на Ω. Случай k /∈ N, V = 0 изучен достаточно
подробно (см. [17, п. 10]) и на нем останавливаться не будем. Функция q не удовле-
творяет условию (8), когда k не целое или k целое и хотя бы один из коэффициентов
V1, V3, . . . , V2k−1 не равен 0. Остановимся на втором случае.

Наша цель — показать, что в условиях ветвления решений справедливо утверждение,
близкое к теореме 2. Введем обозначения: пусть ε > 0, aε – точка пересечения лучей

{xei(α0−ε), x ≥ 0} и {1 + xei(−π+α1+ε), x ≥ 0},
1То есть кривые γ и γ̃ ⊂ Ω имеют одинаковые начало и конец, и в замыкании области, ограниченной

этими кривыми, нет полюсов q.
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Pε – ломаная, составленная из отрезков [0, aε] и [aε, 1], ∆ε – область, ограниченная Pε и
отрезком [0, 1].

Теорема 4 При любом ε > 0 для e− и e′− имеют место оценки

e
(k)
− (z, λ) ∼ (−iλ)ke−izλ

[
1 +O

(
λ−1
)]
, λ→ ∞, (14)

равномерно по z ∈ Pε и arg λ ∈ [−α0 + ε, π − α1 − ε].

Доказательство. Пусть β – произвольная кривая, лежащая в Ω̇ := Ω\{a} и соединя-
ющая точки 0 и 1. Обозначим через fβ(λ) результат аналитического продолжения e−
вдоль β. Тогда fγ(λ) ≡ fβ(λ) для любой кривой β, гомотопной γ, то есть обходящей точ-
ку a снизу. Возьмем в качестве β ломаную Pε. Если α0(ε) ≤ θ ≤ π−α1(ε), то 0 – нижняя
точка треугольника eiθ∆ε, поэтому для получения оценки (14) достаточно применить
Лемму 1 из [19]. Лемма доказана.

Для нахождения асимптотики e−(1, λ) и e′−(1, λ), когда λ уходит в бесконечность вне
сектора arg λ ∈ [−α0 + ε, π − α1 − ε] необходимо изучать поведение решения e− вблизи
точки a, что требует большой работы и гораздо более тонкой техники. Не вдаваясь в
подробности, мы приведем один результат, основанный на указанных асимптотических
оценках.

3.3 Оператор Штурма–Лиувилля на кривой с мероморфным потенциалом

Пусть γ – кривая из примера 1. Обозначим через L оператор с областью определения

D(L) = {y ∈ L2(γ) : y′ ∈ AC(γ),−y′′ + qy ∈ L2(γ), y(0) = y(1) = 0}

и действующий в гильбертовом пространстве L2 (γ) по правилу

Ly = −y′′ + qy.

Точно так же, как в случае γ = [0, 1] [22, § 17], доказывается, что L — замкнутый опе-
ратор с плотной областью определения. Известно [19, Лемма 2], что спектр оператора
L дискретен и за исключением конечного числа лежит в угле {µ ∈ C : −2α1 ≤ arg λ ≤
−2α0}. Обозначим через {λ2k}∞k=1 (−π/2 < arg (λk) ≤ π/2) собственные числа L, прону-
мерованные в порядке возрастания их модулей с учетом алгебраических кратностей.

Теорема 5 Пусть потенциал q имеет вид (13), где k ∈ N и m := min{j : V2j−1 ̸=
0} ≤ k}. Тогда спектр оператора L состоит из 2 серий

{
λ
(1)
j

}
и
{
λ
(2)
j

}
, для которых

справедливы следующие асимптотические разложения:

λ
(1)
j =

(
πj

a

)2 [
1 +

2m− 2

πji
ln

(
C1j

2m−2
√
V2m−1

)
+O

(
ln2 j

j2

)]
(15)

λ
(2)
j =

(
πj

1− a

)2 [
1 +

2m− 2

πji
ln

(
C2j

2m−2
√
V2m−1

)
+O

(
ln2 j

j2

)]
, (16)

где C1, C2 – явно вычисляемые положительные постоянные.
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4 Необходимость условия безмонодромности

Утверждение теоремы 3 сильнее по сравнению с утверждением теоремы 2. Это и понят-
но, ведь в условии теоремы 2 предполагается лишь суммируемость q на γ, что гораздо
слабее условий теоремы 3. В связи с этим возникает вопрос, нельзя ли ослабить в тео-
реме 3 условия на q, сохранив при этом само утверждение.

В работе [20] показано, что при незначительном ослаблении эти условия оказываются
уже необходимыми для выполнения оценок (12).

Теорема 6 Пусть функция q суммируема. Тогда если существует мероморфная в Ω
функция Q, для которой выполнены условия:

(i) Q имеет конечное число полюсов {zk}n1 , каждый из которых удовлетворяет
условию (8),

(ii) функция

Q̃(z) = Q(z)−
n∑
k=1

νk(νk − 1)

(z − zk)2

принадлежит пространству Смирнова E1(Ω) [21, гл. III, § 6],

(iii) при почти всех x ∈ γ угловое граничное значение функции Q̃ в точке x совпадает
с q(x),

то справедливы оценки (12) равномерно по t ∈ γ0z и arg λ ∈ [−π − αz,−αz] (соответ-
ственно arg λ ∈ [−αz, π − αz]).

Обратно, если при каждом z ∈ γ

e
(k)
− (z, λ) ∼ (−iλ)ke±itλ

[
1 +O

(
λ−1
)]
, λ→ ∞, (17)

равномерно по arg λ ∈ [−αz, π − αz], то существует мероморфная в Ω функция Q,
удовлетворяющая условиям (i) – (iii).
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СИЛЬНАЯ НЕОСЦИЛЛЯТОРНОСТЬ И ОСЦИЛЛЯТОРНОСТЬ
ПОЛУЛИНЕЙНОГО РАЗНОСТНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Аннотация. Настоящая статья посвящена исследованию признаков сильной осцилляторно-
сти и неосцилляторности одного класса квазилинейных и линейных разностных уравнений
второго порядка. К вопросу осцилляционных свойств разностных уравнений посвящены до-
статочно много статей, монографии и книг. Более сильно исследованы линейные, квазилиней-
ные разностные уравнения второго порядка с различными методами. Среди разнообразных
методов исследования осцилляционных свойств дифференциальных и разностных уравнения
имеются два основных метода, один из которых называется "техника Риккати исходящий
из теории линейных дифференциальных и разностных уравнений, а другой "вариационный
принцип"или просто "вариационный метод". В большинстве работ, посвященных к осцил-
ляционным свойствам дифференциальных и разностных уравнении, используются техника
Риккати. Это связано тем, что в вариационном методе задача сводится к исследованию вы-
полнения некоторого весового неравенства на множестве финитных последовательности, ко-
торый является не менее сложная задача. В данной работе используя результаты авторов
по весовым неравенствам Харди в разностной форме и на основе вариационного принципа
получены различные необходимые и достаточные условия сильной осцилляторности и неос-
цилляторности для двухчленного полулинейного и линейного разностного уравнения второго
порядка. Как приложение полученных результатов даны критерии ограниченности снизу и
дискретности спектра одного одночленного разностного оператора второго порядка.
Ключевые слова: полулинейное разностное уравнение, сильная неосцилляторность, силь-
ная осцилляторность, весевое дискретное неравенство Харди, последовательность чисел, дис-
кретный оператор, дискретность спектора.
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Екiншi реттi жартылай сызықты айырымдық теңдеудiң күштi тербелiмсiздiгi және

тербелiмдiлiгi
Аңдатпа. Бұл мақала екiншi реттi квазисызықты және сызықтық айырымдық теңдеулер-
дiң бiр класының қатты тербелiмдiлiк және тербелiмсiздiк белгiлерiн зерттеуге арналған.
Айырымдық теңдеулердiң тербелiмдiлiк қасиеттерi туралы көптеген мақалалар, монографи-
ялар мен кiтаптар берiлген. Екiншi реттi сызықтық, квазисызықтық айырымдық теңдеулер
әртүрлi әдiстермен неғұрлым күштi зерттелген. Дифференциалдық және айырымдық теңде-
улердiң тербелiмдiлiк қасиеттерiн зерттеудiң әртүрлi әдiстерiнiң iшiнде екi негiзгi әдiс бар,
олардың бiрi сызықтық дифференциалдық және айырымдық теңдеулер теориясынан шы-
ғатын "Риккати техникасы" деп аталады, ал екiншiсi – "вариативтi принцип" немесе жай
"вариациялық әдiс" . Дифференциалдық және айырымдық теңдеулердiң тербелiмдiлiк қа-
сиеттерiне арналған көптеген жұмыстарда Риккати әдiсi қолданылады. Бұл вариациялық
әдiсте, есеп финиттi тiзбектер жиынындағы қандайда бiр салмақты теңсiздiктi зерттеуге
әкелiнетiнiне байланысты, мұның өзi оңай есеп емес. Бұл жұмыста авторлардың айырымдық
түрдегi салмақты Харди теңсiздiктерiнiң нәтижелерiн қолдана отырып және вариациялық
принцип негiзiнде екiншi реттi екiмүшелi жартылайсызықты және сызықты айырымдық тең-
деуi үшiн күштi тербелiмдiлiк пен тербелiмсiздiктiң әртүрлi қажеттiлiк және жеткiлiктiлiк
шарттары алынды. Алынған нәтижелерге сүйене отырып, төменнен шенелгендiк және екiншi
реттi бiр бiрмүшелi айырымдық оператордың спектрiнiң дискреттiлiгi критерилерi берiлген.
Түйiн сөздер: жартылай сызықты айырымдық теңдеу, күштi тербелiмсiздiк, күштi тер-
белiмдiлiк, салмақты дискреттi Харди теңсiздiгi, сандық тiзбектер, дискреттi оператор,
спектрдiң дискреттiлiгi.
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Strong non-oscillation and Oscillation second order half-linear difference equation

Abstract. This article is devoted to the study of the signs of strong oscillation and non-oscillation
of one class of second-order quasilinear and linear difference equations. A lot of articles,
monographs and books are devoted to the question of the oscillatory properties of difference
equations. More strongly investigated are linear, quasilinear difference equations of the second
order with various methods. Among the various methods for studying the oscillation properties
of differential and difference equations, there are two main methods, one of which is called
the "Riccati technique" , which proceeds from the theory of linear differential and difference
equations, and the other is the "variational principle" or simply the "variational method" . In
most works devoted to the oscillatory properties of differential and difference equations, the
Riccati technique is used. This is due to the fact that in the variational method the problem is
reduced to studying the fulfillment of some weighted inequality on the set of compactly supported
sequences, which is an equally difficult task. In this paper, using the results of the authors on
the Hardy weight inequalities in difference form and based on the variational principle, various
necessary and sufficient conditions for strong oscillation and non-oscillation for the two-term
half-linear and linear difference equation of the second order are obtained. As an application of
the results obtained, criteria are given for boundedness below and discreteness of the spectrum of
a one-term difference operator of the second order.

Key words: half-linear difference equation, strong non-oscillation, strong oscillation, discrete
Hardy weighted inequality, sequence of numbers, discrete operator, discreteness of the spectrum.

1 Введение

Рассмотрим полулинейное разностное уравнение второго порядка:

∆(ρi |∆yi|p−2 ∆yi) + λυi |yi+1|p−2 yi+1 = 0, i = 0, 1, 2, ..., (1)

где λ > 0, 1 < p < ∞ и ∆yi = yi+1 − yi. Относительно коэффициентов уравнения (1)
полагаем, что υ = {υi} и ρ = {ρi} являются последовательностями неотрицательных
действительных чисел. Более того, пусть ρi > 0 для всех i = 0, 1, 2, ... и для каждого
m > 1 существует i > m такой, что υi ̸= 0.

Приведем необходимые для настоящей работы определения и утверждения. Пусть
m ≥ 0 и n ≥ 0– целые числа. Для краткости будем писать "интервал" , подразумевая
"дискретный интервал" .

– Говорят, что интервал (m, m + 1] содержит обобщённый нуль нетривиального ре-
шения y = {yi} уравнения (1), если ym ̸= 0 и ymym+1 < 0.

– Нетривиальное решение y уравнения (1) называется осцилляторным, если оно име-
ет бесконечное число обобщённых нулей, в противном случае оно называется неосцил-
ляторным.

– Уравнение (1) называется осцилляторным, если все его нетривиальные решения
являются осцилляторными, в противном случае оно называется неосцилляторным.

– В силу теоремы Штурма о разделении нулей [1, Theorem 3], уравнение (1) осцил-
ляторно, если одно его нетривиальное решение осцилляторно.

– Уравнение (1) называется сильно осцилляторным или неосцилляторным, если оно
при всех λ > 0 соответственно является осцилляторными или неосцилляторным.
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Уравнение (1) и его частный случай при p = 2 является дискретным уравнением
Штурма-Лиувилля

∆(ρi∆yi) + λυiyi+1 = 0, i = 0, 1, 2, ..., (2)

Уравнение (1) и (2) являются разностным аналогом следующих дифференциальных
уравнении

(ρ(t) |y′(t)|p−2
y′(t))′ + υ(t) |y(t)|p−2 y(t) = 0, p > 1, (3)

(ρ(t)y′(t))′ + υ(t)y(t) = 0, (4)

соответственно.
Кроме того сильной неосцилляторностью уравнения (2) тесно связно со спектраль-

ным свойством соответствующего оператора. Основной целью этой работы является
получение необходимые и достаточные условия сильной неосцилляторности и осцилля-
торности уравнения (1).

2 Обзор литературы и методы исследования

Исследования осцилляционных свойств уравнения (4) начинается в знаменитой работе
Штурма [14] и развивается в настоящее время. В начале прошлого века стали интенсив-
но исследовать осцилляционные свойства и нелинейные дифференциальные уравнения.
Отметим книгу [15], в которых даны достаточные успехи в этой области в первой поло-
вине прошлого века. Позже стало увеличиваться количество работ, посвященных этой
тематике, в связи с применением результатов в различных направлениях качественной
теории дифференциальных уравнений второго порядка, например в спектральной тео-
рии дифференциальных операторов [17].

Исследования свойств решения уравнения (3) начались с работы Бихари [11], Эль-
берта [13] и Мирзова [12], которых обычно называют "пионерами" качественной теории
(HL).

Основные результаты и методы исследования качественной теории уравнения (3) и
уравнения (1) до 2005 года изложены в прекрасной книге Досли и Рехака [8], где первый
автор вложил много сил для развития качественной теории (3).

Интерес к качественной теории (3) связан с одной стороны, как обобщение линейного
уравнения (4), с другой стороны, как одномерный случай дифференциальных уравнений
в частных производных с так называемым p-Лапласианом, имеющие большие приложе-
ния в физике, биологии, а также в теории не Ньютоновской среды или в некоторых
моделей гласеологии [16]. Исследования уравнения (1) начались в 70 годах прошлого
века и как дискретный аналог уравнения (3) имеют многочисленные приложения (см.,
например, [9], [10]).

Среди разнообразных методов исследования осцилляционных свойств уравнения (1)
имеются два основных метода, один из которых называется "техника Риккати" , исхо-
дящий из теории линейных уравнений (2), а другой "вариационный принцип" или про-
сто "вариационный метод" [8]. Большая часть работы посвященные к осцилляционным
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свойствам уравнения (1) и (2) используют технику Риккати и ее различные обобще-
ния (см., например, [1], [4], [5], [6]} и приведенные там ссылки). Однако этой техникой
очень трудно получить результаты виде критерии. Как показана будеть ниже, вариаци-
онный метод сводится к устанавлению весового разностного неравенста на множестве
финитных последовательности. Но, когда коэффиценты уравнения (1), (2) произволь-
ные последовательности установление соответстующего неравенства во многих случаях
является открытой проблемой. В работе [2] применяя вариационный метод, при условии

∞∑
i=s

ρ1−p
′

i = ∞, (5)

получена достаточные, а также необходимые условия осцилляторности и неосциллятор-
ности уравнения (1) и (2). Здесь использована результаты весового дискретного нера-
венства Харди [18], [19], [20]. В работах [21], [22] успешно применен резултаты весово-
го интегрального неравенства Харди [23] для установления осцилляционных своиства
уравнения вида (3).

В данной работе применяя вариационный прицип получена критерий сильной ос-
цилляторности и неосцилляторности уравнения (1) и (2), но выпольнение условие (5)
непредполагается.

3 Основные результаты

Исследование уравнения (1) опирается на следующий вариационный принцип, приве-
дённое в работе [1].

Теорема A Пусть 0 ≤ m <∞. Уравнение (1) является неосцилляторным тогда и
только тогда, когда существует m>1 и выполняется неравенство

∞∑
i=m

(ρi |∆yi|p − λυi |yi+1|p) ≥ 0 (6)

для всех нетривиальных y = {yi}n+1
i=m, ym = 0 и yn+1 = 0

Здесь нам понадобится утверждение, эквивалентное теореме А, доказательство кото-
рого приведено в работе [3]. Для этого эквивалентного утверждения дадим определение
множества

◦
Y (m,n) для 0 ≤ m < n ≤ ∞. Нетривиальную числовую последовательность

y = {yi}∞i=0 назовем финитной, если конечное число её членов отлично от нуля, а множе-
ство supp y := {i ≥ 0 : yi ̸= 0} назовем её носителем. Обозначим через

◦
Y (m,n) совокуп-

ность всех финитных последовательностей y, у которых supp y ⊂ [m+1, n], n <∞. При
n = ∞ мы полагаем, что для любого y найдётся целое число k = k(y) : m < k <∞такое,
что supp y ⊂ [m+ 1, k].

Теорема B Пусть 0 ≤ m < n ≤ ∞. Уравнение (1) является неосцилляторным
тогда и только тогда, когда существует m > 1и выполняется неравенство

∞∑
i=m

λυi−1 |yi|p ≤
∞∑
i=m

ρi |∆yi|p , y ∈
◦
Y (m,n), (7)
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где υ−1 = 0.
В случае λ = 1 уравнение (1) и соотношение (7) соответственно имеет вид

∆(ρi |∆yi|p−2 ∆yi) + υi |yi+1|p−2 yi+1 = 0, i = 0, 1, 2, ..., (8)

∞∑
i=m

υi−1 |yi|p ≤
∞∑
i=m

ρi |∆yi|p , y ∈
◦
Y (m,n), (9)

где υ−1 = 0.
Расмотрим весевое неравенство Харди в разностной форме

∞∑
i=m

υi−1 |yi|p ≤ Cm

∞∑
i=m

ρi |∆yi|p , y ∈
◦
Y (m,n), (10)

Лемма 1. Пусть 1 < p <∞ и Cm – наилучшей константа в (10). Тогда уравнение
(1)

(i) неосцилляторно тогда и только тогда, когда существует m > 1 и выполнено
0 < Cm ≤ 1;

(ii) осцилляторно тогда и только тогда, когда для любого m > 1 выполнено Cm > 1.
Доказательство леммы 1. Так как утверждение (ii) является отрицанием утвер-

ждения (i), то достаточно доказать утверждение (i). Пусть уравнение (8) неосцилля-
торно. Тогда, в силу теоремы В, существует m > 1 и выполняется неравенство (9) для
всех y ∈

◦
Y (m,n). Это означает, что 0 < Cm ≤ 1. Обратно, пусть существует m > 1 и

выполнено 0 < Cm ≤ 1. Тогда для m > 1 выполнено (9) для всех y ∈
◦
Y (m,n). Поэтому

на основания теоремы В уравнение (8) неосцилляторно. Лемма 1 доказана.
В работе [7] найден критерий выполнения неравенства (10) вместе с оценкой его

наилучшей константы Cm:
Теорема C. Пусть 0 ≤ m < n ≤ ∞ и 1 < p < ∞. Неравенство (10) выполняется

тогда и только тогда, когда B(m,n) <∞. Более того, для наименьшей константы в (10)
выполняется

B(m,n) ≤ Cm ≤ 2γ̃pB(m,n), (11)

где

B(m,n) ≡ Bυ,ρ(m,n) = sup
m<t≤s<n

(
s−1∑
i=t

υi

)( t∑
i=m

ρ1−p
′

i

)1−p

+

(
n∑
i=s

ρ1−p
′

i

)1−p
−1

и

γ̃p = inf
1<µ

µp(µp − 1)

(µ− 1)p
.

Умнажая обе части неравенства (10) на λ > 0 получим неравенство Харди соответ-
ствующее неравенству (7)

∞∑
i=m

λυi−1 |yi|p ≤ λCm

∞∑
i=m

ρi |∆yi|p , y ∈
◦
Y (m,n), (12)
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при этом в неравенстве (12) наилучшая константа будет λCm, где Cm–наилучшая кон-
станта в неравенстве (10).

Теперь, на основании леммы 1 и теоремы С имеем
Теорема 1. Пусть 1 < p <∞. Тогда уравнение (1)
(i) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
m→∞

B(m,∞) = lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

υi(
t∑

i=m

ρ1−p
′

i

)1−p

+

(
∞∑
i=s

ρ1−p
′

i

)1−p = 0 (13)

(ii) сильно осцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
m→∞

B(m,∞) = lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

υi(
t∑

i=m

ρ1−p
′

i

)1−p

+

(
∞∑
i=s

ρ1−p
′

i

)1−p = ∞ (14)

Доказательство теоремы 1. Часть (i). Пусть уравнение (1) сильно неосцилля-
торно. Тогда, в силу леммы 1, для любого λ > 0 существует m(λ) > 1 и выполнено
λCm(λ) ≤ 1. Откуда Cm(λ) ≤ 1

λ
и

lim
λ→∞

Cm(λ) = 0. (15)

Так как из 0 < λ < λ1 и λ1Cm(λ1) ≤ 1 следует λCm(λ1) ≤ 1, то m(λ) ≤ m(λ1), т.е.,
m(λ)не убывает по λ > 0. Поэтому существует lim

λ→∞
m(λ) = m(∞). Если m(∞) < ∞, то

из (11) и (15) имели бы B(m(∞),∞) = 0, что невозможно в силу наложенных условия
на последовательности υ, ρ. Следовательно lim

λ→∞
m(λ) = ∞ и из (15) имеем lim

m→∞
Cm = 0.

Тогда из (11) следует выполнение (13).
Обратно, пусть выполнено (13). Тогда для любого λ > 0 существует m(λ) такой,

что B(m(λ),∞) ≤ 1
2γ̃pλ

, т.е., λ2γ̃pB(m(λ),∞) ≤ 1 Откуда из (11) имеем λCm(λ) ≤ 1 для
любого λ > 0. Тогда по лемме 1 уравнение (1) неосцилляторно для любого λ > 0, т.е.,
уравнение (1) сильно неосцилляторно.

Теперь докажем утверждение (ii). Пусть уравнение (1) сильно осцилляторно. Тогда
по лемме 1 для любого λ > 0 и для любого m > 1выполнено λCm > 1 или Cm ≥ 1

λ
.

Откуда при λ → 0 имеем Cm = ∞ для любого m > 1 и в частности при lim
m→∞

Cm = ∞.
Тогда из (11) следует (14).

Обратно, пусть выполнено (14). Тогда B(m,∞) = ∞и из (11) следует Cm = ∞, т.е.,
λCm = ∞ для любого λ > 0. Следовательно по лемме уравнение (1) сильно осциллятор-
но. Теорема 1 доказана.

Если
∞∑
i=s

ρ1−p
′

i = ∞ (16)
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то

B(m,∞) = sup
m<t

∞∑
i=t

υi

(
t∑

i=m

ρ1−p
′

i

)p−1

Поэтому из теоремы 1 имеем.
Следствие 1. Пусть 1 < p <∞ и выполнено (16). Тогда уравнение (1)

(i) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
t→∞

∞∑
i=t

υi

(
t∑

i=m

ρ1−p
′

i

)p−1

= 0;

(ii) сильно осцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
t→∞

∞∑
i=t

υi

(
t∑

i=m

ρ1−p
′

i

)p−1

= ∞.

Из теоремы 1 как следствие получаем сильной осцилляторности и неосцилляторно-
сти уравнение (2).

Следствие 2. Уравнение (2)
(i) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

υi(
t∑

i=m

ρ−1
i

)−1

+

(
∞∑
i=s

ρ−1
i

)−1 = 0

(ii) сильно осцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

υi(
t∑

i=m

ρ−1
i

)−1

+

(
∞∑
i=s

ρ−1
i

)−1 = ∞

Пусть

∞∑
i=s

ρ−1
i = ∞ (17)

Следствие 3. Пусть выполнено (17). Уравнение (2)
(i) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
t→∞

∞∑
i=t

υi

(
t∑

i=m

ρ−1
i

)
= 0;
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(ii) сильно осцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
t→∞

∞∑
i=t

υi

(
t∑

i=m

ρ−1
i

)
= ∞.

Далее, мы предположим, что последовательности υ = {υi} и ρ = {ρi} положитель-
ные. Тогда на основании принципа взаимности [8] уравнение (1) и взаимное уравнение

∆
(
υ−1 |∆yi|p−2 ∆yi

)
+ λρ−1

i |yi+1|p−2 yi+1 = 0, i = 0, 1, 2, ... (18)

одновременно осцилляторно или неосцилляторно.
Применяя принцип взаимности, на основе теоремы 1 и следствие 1, 2 и 3 получаем

следующее утверждения.
Теорема 2. Пусть 1 < p <∞. Тогда уравнение (1)

(i) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

ρ−1
i(

t∑
i=m

υp
′−1
i

)1−p

+

(
∞∑
i=s

υp
′−1
i

)1−p = 0

(ii) сильно осцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

ρ−1
i(

t∑
i=m

υp
′−1
i

)1−p

+

(
∞∑
i=s

υp
′−1
i

)1−p = ∞

Пусть

∞∑
i=s

υp
′−1
i = ∞ (19)

Следствие 4. Пусть 1 < p <∞ и выполнено (19). Тогда уравнение (1)
(i) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
t→∞

∞∑
i=t

ρ−1
i

(
t∑

i=m

υp
′−1
i

)p−1

= 0;

(ii) сильно осцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
t→∞

∞∑
i=t

ρ−1
i

(
t∑

i=m

υp
′−1
i

)p−1

= ∞.

Из теоремы 2 и следствие 4 для уравнение (2) имеем.
Следствие 5. Уравнение (2)
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(i) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

ρ−1
i(

t∑
i=m

υi

)−1

+

(
∞∑
i=s

υi

)−1 = 0

(ii) сильно осцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

ρ−1
i(

t∑
i=m

υi

)−1

+

(
∞∑
i=s

υi

)−1 = ∞

Пусть

∞∑
i=s

υi = ∞ (20)

Следствие 6. Пусть выполнено (20). Уравнение (2)
(i) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
t→∞

∞∑
i=t

ρ−1
i

(
t∑

i=m

υi

)
= 0;

(ii) сильно осцилляторно тогда и только тогда, когда

lim
t→∞

∞∑
i=t

ρ−1
i

(
t∑

i=m

υi

)
= ∞.

Утверждения следствия 1,3,4 и 6 дополняет результаты работы [2].
Пусть минимальный дискретный оператор Lmin, порожденный разностным выраже-

нием

l(y)i =
1

ui
∆(ρi∆yi), i ≥ 1

в пространстве l2,uсо скалярным произведением (f, g)2,u =
∞∑
i=1

figiui (т.е.Lmin(y) = l(y))

является оператором с областью определение

D(Lmin) = {y = {yi}∞i=1 : y ∈
◦
Y (1,∞)}.

Известно, что все самосопряженные расширения L минимального оператора имеют по-
добные спектры, см., [17].

Рассмотрим вопрос ограниченности снизу и дискретности спектра оператора L.
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Связь между осцилляторностью уравнения (2) и спектральными свойствами опера-
тора L показано в следующем утверждении.

Лемма 2. [17] Оператор L ограничен снизу и имеет дискретный спектр тогда и только
тогда, когда уравнение (2) сильно неосцилляторно.

На основания следствие 2 и 5, имеем
Теорема 3. Пусть последовательности ρ, υ положителные. Тогда оператор L ограни-

чен снизу и имеет дискретный спектр тогда и только тогда, когда выполняются

lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

υi(
t∑

i=m

ρ−1
i

)−1

+

(
∞∑
i=s

ρ−1
i

)−1 = 0

или

lim
m→∞

sup
m<t≤s<∞

s−1∑
i=t

ρ−1
i(

t∑
i=m

υi

)−1

+

(
∞∑
i=s

υi

)−1 = 0

4 Заключение

Основной целью работы был получение необходимых и достаточных условии сильной ос-
цилляторности и неосцилляторности двухчленного полулинейного и линейного разност-
ного уравнения второго порядка. Используя ранее полученным результатом по весовому
разностному неравенству Харди на множестве финитных последовательностей, и приме-
няя вариационный принцип в теории осцилляции полулинейных разностных уравнений
получены критерий сильной осцилляторности и неосцилляторности двухчленного полу-
линейного и линейного разностного уравнения второго порядка. Как приложение этих
результатов получено критерии ограниченности снизу и дискретности спектра одного
одно членного дискретного оператора. Здесь предполагалось, что коэффициенты рас-
сматриваемого уравнения неотрицательные последовательности. Методы исследования
могуть быть применен, когда один из коэффициентов уравнения меняет свой знак.
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ЕДИНСТВЕННОСТЬ ВОССТАНОВЛЕНИЯ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА ПО НАБОРУ СПЕКТРОВ

Аннотация. В данной работе приведена постановка обратной задачи восстановления кра-
евых условий дифференциального оператора четвертого порядка на конечном отрезке по
набору спектров четырех родственных операторов. Доказана теорема единственности вос-
становления граничных функций по набору спектров четырех родственных операторов. Фик-
сированное линейное дифференциальное выражение четвертого порядка рассматривается с
произвольными усиленно регулярными двухточечными граничными условиями. Считается,
что об этом операторе известна полная информация о собственных значениях и собственных
функциях. Дальше поочередно возмущаем граничные условия. Сначала только к первому
краевому условию добавляется интегральное возмущение. Затем возмущаем интегральными
членами первое и второе краевые условия. Так строятся четыре родственные краевые зада-
чи. Обратная задача заключается в том, чтобы по четырем спектрам родственных краевых
задач восстановить добавленные интегральные возмущения граничных условий. Доказана
однозначность восстановления интегральных возмущений. Отметим, что интегральные воз-
мущения могут содержать производные решений. Однако на порядок производной накла-
дываются естественные ограничения. В случае многоточечных краевых задач результаты
работы значительно упрощаются.
Ключевые слова: граничные условия, корректное сужение, интегральное возмущение.
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Дифференциалдық оператордың спектрлар жиынтығы бойынша шектiк шарттарды
қалпына келтiрудiң жалғыздығы

Аңдатпа. Бұл жұмыста төртiншi реттi дифференциалдық оператордың ақырлы кесiндiдегi
туыстас төрт спектр жиынтығы бойынша шекаралық шарттарды қалпына келтiрудiң керi
есебiнiң қойылымы келтiрiлдi. Төрт байланысты оператордың спектрлер жиынтығынан ше-
каралық функцияларды қалпына келтiрудiң бiрегейлiгi туралы теорема дәлелдендi. Туыс-
тас төрт операторлардың жиынтығы бойынша шекаралық функцияның қалпына келтiруiнiң
жалғыздық теоремасы дәлелденедi. Төртiншi реттi белгiленген сызықты дифференциалдық
өрнек ерiктi қарқынды тұрақты екi нүктелi шекаралық шарттармен қарастырылады. Бұл
оператор туралы барлық мәлiметтер меншiктi мәндерi мен меншiктi функциялары белгiлi.
Содан кейiн бiз кезек-кезек шекара шарттарын бұзамыз. Бiрiншiден, интегралды бұзылу тек
бiрiншi шекаралық шартқа қосылады. Содан кейiн интералдық мүшелермен бiрiншi және
екiншi шекаралық шарттарды бұзамыз. Осылайша төрт туыстас шекаралық шарттар құры-
лады. Керi есептiң мәнi төрт спектр туыстас шекаралық есеп арқылы шекаралық шарттар-
дың интегралдық бұзылуынан қалпына келтiру. Интегралдық бұзылулардың iшiнде туын-
дылы шешiмдерi
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болатынын атап өткенiмiз жөн. Дегенмен туындының ретiне табиғи түрде шектеу қойылады.
Көпнүктелi шекаралық есептiң жағдайындағы жұмыстың нәтижесi бiршама жеңiлдетiледi.
Түйiн сөздер: шекаралық шарттар, дұрыс тарылту, интегралдық бұзылу.
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Uniqueness of the restoration of boundary conditions differential operator on a set of spectra

Abstract. In this paper, we pose the inverse problem of reconstructing the boundary conditions
of a fourth-order differential operator on a finite interval from the set of spectra of four related
operators. The uniqueness theorem for the restoration of boundary functions from the set of
spectra of four related operators is proved. A fourth-order fixed linear differential expression is
considered with arbitrary intensely regular two-point boundary conditions. It is believed that
complete information about eigenvalues and eigenfunctions is known about this operator. Then
we alternately perturb the boundary conditions. First, an integral perturbation is added only to
the first boundary condition. Then we perturb the first and second boundary conditions with
integral terms. Thus, four related boundary value problems are constructed. The inverse problem
is to reconstruct the added integral perturbations of the boundary conditions from the four spectra
of related boundary value problems. The uniqueness of the restoration of integral perturbations
is proved. Note that integral perturbations may contain derivatives of solutions. However, the
order of the derivative is subject to natural restrictions. In the case of multipoint boundary value
problems, the results are greatly simplified.
Key words: boundary conditions, correct narrowing, integral disturbance.

1 Введение и обзор литературы

Задача восстановления граничных условий дифференциального оператора по набору
спектров относится к обратным задачам спектрального анализа. Истоки указанного на-
учного направления определяются основополагающей работой И.М.Гельфанда, Б.М. Ле-
витана [1]. В их постановке восстановление дифференциального оператора происходи-
ло по спектральной функции оператора. В дальнейшем вместо спектральной функции
оператора изучались задачи восстановления дифференциального оператора второго по-
рядка по двум спектрам. Наиболее продвинутые результаты в этом направлении можно
найти в обзорной статье Б.М. Левитана, М.Г. Гасымова [2]. Подобный подход для диф-
ференциальных операторов высших порядков можно найти в работах З.Л. Лейбензона
[3] и В.А. Юрко [4]. В частности, результаты З.Л. Лейбензона касаются дифференци-
альных операторов высших порядков с не распадающимися краевыми условиями. В то
же время исследования В. А. Юрко охватывают случай не распадающихся граничных
условий. Несколько с иных позиции обратные задачи спектрального анализа для диффе-
ренциальных операторов второго порядка с не распадающимися граничными условиями
рассматривал В.А. Садовничий [5].

В настоящей работе изучается вопрос восстановления дифференциальных операто-
ров с интегро-дифференциальными условиями по некоторому набору спектров. Вообще
говоря, в таком случае восстановление оператора соответствует однозначному нахож-
дению как коэффициентов дифференциального выражения, так и определению функ-
ций, входящих в граничные условия. Однако в данной работе восстанавливаются только
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граничные коэффициенты. При этом считаем, что коэффициенты дифференциального
выражения заданы. Поэтому изучаемые в данной работе проблемы относятся к восста-
новлению граничных условий оператора при заданном дифференциальном выражений,
порождающий искомый оператор. Абстрактная постановка подобной проблемы сформу-
лирована в работе авторов [6]. Ниже в данной статье сохраняются обозначения работы
[6].

2 Материал и методы

2.1 Вспомогательные предложения и обозначения

В данном пункте напомним постановку задачи восстановления граничных условий и
некоторые предложения из работы [6] переформируем в удобной для дальнейшего фор-
ме.

В функциональном пространстве L2(0, 1) рассмотрим оператор Bmax, порожденный
линейным дифференциальным выражением четвертого порядка с гладкими коэффици-
ентами

l(y) ≡ y(4)(x) +
2∑

k=0

pk(x)y
(k)(x)

по формуле Bmaxy(x) = l(y) на области определения D(Bmax) = W 4
2 [0, 1]. Заметим, что

Ran(Bmax) = L2(0, 1) и dim(Ker(Bmax)) = 4. По теореме Михайлова-Кесельмана [7, 8]
существует набор двухточечных граничных условий вида

Uj(y) = αjy
(γj)(0) + βjy

(γj)(1) = 0, j = 1, . . . ., 4

таких, что если выбрать область определения оператора SU (который представляет
сужение Bmax) в виде

D(SU) = {y ∈ W n
2 [0, 1] : Uj(y) = αjy

(γj)(0) + βjy
(γj)(1) = 0, j = 1, . . . , 4}

то система корневых функций оператора SU образует базис Рисса в L2(0, 1). В дальней-
шем считаем, что набор форм {Uj} фиксирован и выбран по Михайлову-Кесельману.
А.А. Шкаликов [9] заметил, что сужение SV сохраняет свойство базисности, если набор
форм {Uj} заменить на другой набор форм {Vj} где

Vj(y) = Uj(y) +

γj−1∑
k=0

(αjky
(k)(0) + βjky

(k)(1)) +

γj∑
k=0

1∫
0

y(k)(t)σjk(t)dt

Всюду будем предполагать, что SV – сужение максимального оператора Bmax является
ограниченно обратимым в пространстве L2(0, 1).

В следующей теореме набор граничных форм {Vj} заменен на другой эквивалентный
набор форм.

Теорема 1 Область определения

D(SV ) =
{
y ∈ W 2

2 [0, 1] : Vj(y) = 0, j = 1, . . . , 4
}
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оператора SV может быть записана в виде

D(SV ) =

y ∈ W 2
2 [0, 1] : Uj(y) +

1∫
0

σj(t)l(y)dt = 0, j = 1, . . . , 4


Детали доказательства теоремы 1 можно найти в работе [6]. Для дальнейших целей
удобно операторы SU и SV переобозначить через S0 и S4, а также ввести операторы
S1, S2, S3. Оператор Sk вводится по формуле

Sky(x) = Bmaxy(x)

Uj(y) +

1∫
0

σj(t)Bmaxy(t)dt = 0, j = 1, . . . , k

Uj(y) = 0, j = k + 1, . . . , 4

Согласно работе [6] вытекает следующая постановка задачи: по максимальному опера-
тору Bmax, граничным формам {Uj} и набору спектров {σ(Sk), k = 1, . . . , 4 операторов
S1, S2, S3, S4 требуется восстановить граничные функций {σ1(t), σ2(t), σ3(t), σ4(t)}.

2.2 Основной результат

В данном пункте сформулирован и доказан основной результат данной статьи. Для
этого удобно операторы S1, S2, S3, S4 обозначать через S1(σ1, σ2, σ3, σ4), S2(σ1, σ2, σ3, σ4),
S3(σ1, σ2, σ3, σ4), S4(σ1, σ2, σ3, σ4).

Теорема 2 Пусть имеются два набора граничных функций {σ1(t), σ2(t), σ3(t), σ4(t)} и
{τ1(t), τ2(t), τ3(t), τ4(t)}, удовлетворяющих условиям теоремы 1 из работы [6]. Пусть
спектры операторов Si(σ1, σ2, σ3, σ4) и Si(τ1, τ2, τ3, τ4) при i = 1, 2, 3, 4 попарно совпада-
ют. Тогда справедливы равенства σi(t) = τi(t), i = 1, 2, 3, 4 при почти всех t ∈ (0, 1).

Для доказательства теоремы 2 удобно сформулировать следующие следствия из нее.

Следствие 1 Пусть имеются два набора граничных функций
{σ1(t), σ2(t), σ3(t), σ4(t)} и {τ1(t), τ2(t), τ3(t), τ4(t)}, удовлетворяющих услови-
ям теоремы 1 из работы [6]. Фиксируем k из множества {1, 2, 3, 4}. Пусть спектры
операторов Si(σ1, σ2, σ3, σ4) и Si(τ1, τ2, τ3, τ4) при i = 1, . . . , k попарно совпадают. Тогда
справедливы равенства σi(t) = τi(t), i = 1, . . . , k при почти всех t ∈ (0, 1).

Достаточно доказать следствие при k = 1. При других k доказывается по индукции.
Доказательство следствия при k = 1. Сначала напомним известные свойства указан-

ных операторов S1, S0. Граничные условия

Uj(y) = αjy
(γj)(0) + βjy

(γj)(1) = 0, j = 1, . . . , 4,

выбранные согласно теореме Михайлова-Кесельмана, часто называют усиленно-
регулярными граничными условиями [7, 8]. Поэтому собственные значения оператора
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S0 асимптотически простые и отделены [10], то есть найдется положительное число δ
при котором любые два собственных значения оператора S0 отстоят друг от друга на
расстояние больше чем δ. Также из работ [7, 8] следует, что система собственных и
присоединенных функций оператора S0 образует базис Рисса в пространстве L2(0, 1).
Заметим, что оператор S1 обладает теми же свойствами, что и оператор S0. Обозна-
чим целую функцию ∆0(λ), нули которой однозначно с учетом кратностей определяют
собственные значения оператора S0. Детали можно найти в монографии [10]. Введем
решение однородного уравнения

l(y) = λ y

удовлетворяющее граничным условиям

Uj(y) = αjy
(γj)(0) + βjy

(γj)(1) = 0, j = 2, . . . , 4,

α1y
(γ1)(0) + β1y

(γ1)(1) = ∆0(λ)

и обозначим такое решение через Θ1(x, λ). Пусть λ1 простое собственное значение опе-
ратора S1. Тогда Θ1(x, λ1) представляет собственную функцию оператора S1 соответ-
ствующую собственному значению λ1. Поскольку λ1 собственное значение оператора
S1, то

U1(Θ1(x, λ1)) +

1∫
0

σ1(t)l(Θ1(x, λ1))dt = 0

С другой стороны, имеем равенство l(Θ1(x, λ1)) = λ1Θ1(x, λ1). Следовательно, можем
записать соотношение

U1(Θ1(x, λ1)) + λ1

1∫
0

σ1(t)Θ1(x, λ1)dt = 0

Таким образом, находим один из коэффициентов Фурье функции σ1(t) по системе корне-
вых функций сопряженного оператора S∗

1 к оператору S1. Поскольку система корневых
функций образует базис Рисса в пространстве L2(0, 1), то функция σ1(t) по полному
набору ее коэффициентов Фурье восстанавливается однозначно. Так как коэффициен-
ты Фурье функции σ1(t) и τ1(t) совпадают между собой, то σ1(t) = τ1(t) почти всюду.
Следствие при k = 1 полностью доказано.

3 Заключение

Результаты данной статьи сформулированы для случая оператора четвертого порядка.
Однако все результаты справедливы для произвольных операторов высших порядков.

При гладких {σ1(t), σ2(t), σ3(t), σ4(t)} предлагаемые граничные возмущения охваты-
вают многоточечные краевые задачи. В отдельной работе будет изучено восстановление
многоточечных граничных условий. Приведем численное восстановление многоточеч-
ных граничных условий.
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К РЕШЕНИЮ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ С ДРОБНОЙ
НАГРУЗКОЙ

Аннотация.В работе исследуются проблемы разрешимости неоднородной краевой задачи
в первом квадранте для дробно-нагруженного уравнения теплопроводности. Особенностью
рассматриваемой задачи является то, что, во-первых, нагруженное слагаемое представлено
в форме дробной производной Капуто по временной переменной, во-вторых, порядок про-
изводной в нагруженном слагаемом меньше порядка дифференциальной части и, в-третьих,
точка нагрузки является движущейся (с постоянной или переменной скоростями). Обраще-
нием дифференциальной части задача сведена к интегральному уравнению Вольтерра второ-
го рода, ядро которого содержит функцию параболического цилиндра. Произведена оценка
ядра полученного интегрального уравнения и показано, что ядро уравнения имеет слабую
особенность (при определенных ограничениях на нагрузку), что является основанием для
утверждения, что нагруженное слагаемое в уравнении является слабым возмущением его
дифференциальной части. Кроме того, исследованы предельные случаи порядка дробной
производной. Доказано, что по порядку дробной производной имеет место непрерывность
справа. Непрерывность слева нарушается. Результаты статьи могут оказаться полезными
при исследовании дробно-нагруженных уравнений теплопроводности в случае, когда нагру-
женное слагаемое представлено в форме дробной производной Капуто по пространственной
переменной.
Ключевые слова: нагрузка, дробная производная, уравнение Вольтерра.

1М.Т.Космакова, 2Л.Ж.Қасымова
1PhD, доцент, E-mail: svetlanamir578@gmail.com
2PhD студенттi, E-mail: l.kasymova2017@mail.ru

Академик Е.А. Бөкетов атындағы Қарағанды мемлекеттiк университетi, Қарағанды қ., Қазақстан
Бөлшек жүктелген жылуөткiзгiштiк теңдеуiнiң шешуiне әкелу

Аңдатпа. Жұмыста бiрiншi квадранттағы бөлшек-жүктелген жылуөткiзгiштiк теңдеуi үшiн
бiртектi емес шеттiк есептiң шешу мәселес
и зерттеледi. Қарастырылатын есептiң ерекшелiгi, бiрiншiден, жүктелген қосылғыш уақыт
айнымалысы бойынша Капуто бөлшек туындысы түрiне келтiрiлген, екiншiден, жүктелген
қосылғыштағы туындының ретi дифференциалды бөлiктiң ретiнен кiшi, үшiншiден, жүктеме
нүктесi қозғалмалы болады (тұрақты немесе айнымалы жылдымдықтармен). Есеп ядросы
параболалық цилиндрдi қамтитын функция болатын екiншi тектi Вольтерр интегралдық
теңдеуiне дифференциалдық бөлiктi айналдыру арқылы келтiрiледi. Алынған интегралдық
теңдеудiң ядросы бағаланды және теңдеу ядросының аз ерекшелiгi бары көрсетiлдi (жүкте-
меге белгiлi бiр шектеулерде), осы жағдай негiзiнде теңдеудегi жүктелген қосылғыш оның
дифференциалдық бөлiгiнiң әлсiз ауытқуы болып табылады деп тұжырым жасауға болады.
Сонымен қоса, бөлшек туындының ретiнiң шектiк жағдайлары зерттелдi. Бөлшек туынды-
ның ретi бойынша оң жақты үздiксiздiк орын алатыны дәлелдендi. Солжақты үздiксiздiк
бұзылады. Мақала нәтижелерiн жүктелген қосылғыш Капуто кеңiстiктiк айнымалы бойын-
ша бөлшектi туындысы түрiнде берiлген жағдайда жылуөткiзгiштiктiң бөлшек-жүктелген
теңдеулерiн зерттеуде қолдануға болады.
Түйiн сөздер: жұктеме, бөлшек туынды, Вольтерра теңдеуi.
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To solving the heat equation with fractional load

Abstract. In the paper, the solvability problems of an nonhomogeneous boundary value problem
in the first quadrant for a fractionally loaded heat equation are studied. Feature of this problem
is that, firstly, the loaded term is presented in the form of the Caputo fractional derivative with
respect to the time variable, secondly, the order of the derivative in the loaded term is less than
the order of the differential part and, thirdly, the point of load is moving (with constant or variable
velocity). By inverting the differential part, the problem is reduced to the Volterra integral equation
of the second kind, the kernel of which contains the function of a parabolic cylinder. The kernel of
the obtained integral equation is estimated and it is shown that the kernel of the equation has a
weak singularity (under certain restrictions on the load), this is the basis for the statement that the
loaded term in the equation is a weak perturbation of its differential part. In addition, the limiting
cases of the order of the fractional derivative are considered. It is proved that there is continuity
on the right in the order of the fractional derivative. Continuity on the left is broken. The results
of the paper may turn out to be useful in the study of fractionally loaded heat equations in the
case, when the loaded term is presented in the form of a Caputo fractional derivative with respect
to the spatial variable.
Key words: load, fractional derivative, Volterra equation.

1 Введение

Неослабевающий интерес к изучению нагруженных дифференциальных уравнений объ-
ясняется как расширяющимся объемом их приложений, так и тем фактом, что нагру-
женные уравнения составляют особый класс уравнений со своими специфическими за-
дачами. Наиболее общее определение нагруженного уравнения впервые было дано А.М.
Нахушевым [1] - [3]. В монографии [1] им даются понятия и подробная классификация
различных нагруженных уравнений: нагруженных дифференциальных, нагруженных
интегральных, нагруженных интегро-дифференциальных, нагруженных функциональ-
ных уравнений, и их многочисленные приложения и к задачам биологии.

Исследование обобщенной разрешимости неоднородных краевых задач для нагру-
женных дифференциальных уравнений в соболевских пространствах проводилось в ра-
ботах [4] -[5]. Помимо этого, в работах [4, 6] приводится обзор по нагруженным урав-
нениям. В монографии [7] исследуются граничные задачи для нагруженного оператора
теплопроводности в ограниченной и неограниченной областях, когда порядок произ-
водной в нагруженном слагаемом равен или выше порядка дифференциальной части
уравнения.

2 Обзор литературы

На сегодняшний день наблюдается бурное развитие дробного исчисления как в тео-
ретическом плане, так и в его применениях. Данный раздел математического анализа
превратился в инструмент математического моделирования сложнейших динамических
процессов в различных (обычных и фрактальных) средах. С помощью дробного ис-
числения сегодня возможно решать различные задачи анализа, синтеза, диагностики и
создания новых систем управления.
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В последние годы возрос интерес к исследованию дифференциальных уравнений
дробного порядка, в которых неизвестная функция содержится под знаком производной
дробного порядка. Это обусловлено как развитием самой теории дробного интегрирова-
ния и дифференцирования, так и приложениями аппарата дробного интегрирования и
дифференцирования в различных областях науки [8] – [13].

Некоторыми авторами [14] – [15] исследованы нагруженные дифференциальные
уравнения, которые содержат дробные производные от следов искомой функции по вре-
менной переменной, но порядок производной в нагруженном слагаемом строго меньше
соответствующего порядка дифференциальной части уравнения и точка нагрузки фик-
сирована, то есть, неподвижна.

Для практических приложений является значительным определение производных
нецелого порядка по Капуто. Оно отличается от определения Римана-Лиувилля тем, что
функция сначала подвергается дифференцированию с наименьшим целым порядком,
превышающим некоторый нецелый порядок, а затем результат интегрируется с порядка,
являющимся их разностью.

Интерес представляют краевой задачи для нагруженного уравнения теплопроводно-
сти, когда нагруженное слагаемое представлено в форме дробной производной Капуто
[16] – [17]:

cDβ
a, t f(t) =

1

Γ(n− β)

∫ t

0

f (n)(τ)

(t− τ)β−n+1
dτ ; β, a ∈ ℜ, n− 1 < β < n.

при a = 0 и n = 1, поэтому 0 < β < 1, то есть

cDβ
0, t f(t) =

1

Γ(1− β)

∫ t

0

f /(τ)

(t− τ)β
dτ.

и точка нагрузки движется с переменной скоростью.

3 Материал и методы

3.1 Постановка задачи

Рассмотрим задачу в области: Q = {x > 0, t > 0}

ut − uxx + λ
{
Dβ

0, t u(x, t)
}∣∣∣

x=α(t)
= f(x, t), (1)

u(x, 0) = 0; u(0, t) = 0; 0 < β < 1, (2)

Введем обозначение

{
Dβ

0, t u(x, t)
}∣∣∣

x=α(t)
=

1

Γ (1− β)

{∫ t

0

u
/
τ (x, τ)

(t− τ)β
dτ

}∣∣∣∣∣
x=α(t)

= µ(τ). (3)
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3.2 Сведение задачи к интегральному уравнению Вольтерра второго рода

Обратим дифференциальную часть задачи (1)-(2) [18, с.57]

u(x, t) = −λ
∫ t

0

∫ ∞

0

G(x, ξ, t− τ)µ(τ) dξ dτ +

∫ t

0

∫ ∞

0

G(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ) dξdτ,

где

G(x, ξ, t) =
1

2
√
π t

{
exp

(
−(x− ξ)2

4t

)
− exp

(
−(x+ ξ)2

4t

)}
.

С учетом соотношения∫ ∞

0

G(x, ξ, t− τ) dξ = erf

(
x

2
√
t− τ

)
получим следующие представление решение задачи (1)-(2):

u(x, t) = −λ
∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
µ(τ) dτ + f1 (x, t) , (4)

где

f1(x, t) =

∫ t

0

∫ ∞

0

G (x, ξ, t− τ) f(ξ, τ)dξdτ.

Для нахождение неизвестной функции µ(t) произведем следующую процедуру: возь-
мём по формуле (*) производную порядка β по переменной t в обеих частях соотношения
(4) и положим затем E = α(t). Тогда с учётом (3) имеем,

µ(t) = −λ
{
Dβ

0, t

[∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
µ(τ) dτ

]}∣∣∣∣
x=α(t)

+ f2(t), (5)

где

f2(t) =
1

Γ(1− β)

∫ t

0

f
/
1 τ (x, τ)

(t− τ)β
dτ

∣∣∣∣∣
x=α(t)

. (6)

Вычислим дробную производную

Dβ
0, t

[∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
µ(τ) dτ

]
=

=
1

Γ(1− β)

∫ t

0

1

(t− τ)β

[
∂

∂τ

∫ τ

0

erf

(
x

2
√
τ − η

)
µ(η)dη

]
dτ =

=
1

Γ(1− β)

∫ t

0

1

(t− τ)β

[
µ (τ) +

∫ τ

0

2√
π
e−

E2

4(τ−η) ·

(
−1

4
· x

(τ − η)
3
2

)
µ(η)dη

]
dτ =
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=
1

Γ(1− β)

∫ t

0

µ(τ)

(t− τ)β
dτ − x

Γ (1− β)

∫ t

0

µ (η)


∫ t

η

exp
(
− x2

4(τ−η)

)
2
√
π (t− τ)β · (τ − η)

3
2

dτ

 dη.

⇒ Dβ
0, t

[∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
µ (τ) dτ

]
=

=
1

Γ (1− β)

∫ t

0

µ(τ)

(t− τ)β
dτ − x

Γ (1− β)

∫ t

0

µ(η)I (t, β, η) dτ,
(7)

где

I(t, β, η) =

∫ t

η

exp
(
− x2

4(τ−η)

)
2
√
π (t− τ)β (τ − η)

3
2

dτ =

∥∥∥∥∥∥∥
z =

τ − η

t− τ
; zt− zτ = τ − η; τ =

zt+ η

1 + z
;

t− τ = t− zt+ η

1 + z
=
t+ zt− zt− η

1 + z
=

=
t− η

1 + z
⇒ t− τ =

t− η

1 + z
; τ − η =

zt+ η

1 + z
− η =

z(t− η)

1 + z
⇒ τ − η =

z(t− η)

1 + z
;

dτ =
t(1 + z)− zt− η

(1 + z)2
dz =

(t− η)

(1 + z)2
dz, τ → η ⇒ z = 0, τ → t⇒ z → +∞

∥∥∥∥∥∥∥∥ .

I(t, β, η) =

∫ +∞

0

(1 + z)β (1 + z)
3
2 (t− η)

2
√
π (t− η)β z

3
2 (τ − η)

3
2 · (1 + z)2

exp

(
− x2

4 (t− η)
· 1 + z

z

)
dz =

=
1

2
√
π
· 1

(t− η)β+
1
2

exp

(
− x2

4 (t− η)

)
·
∫ +∞

0

z−
3
2 (1 + z)β−

1
2 exp

(
− x2

4 (t− η)
· 1
z

)
dz.

Итак,

I(t, β, η) =
1

2
√
π (t− η)β+

1
2

exp

(
− x2

4 (t− η)

)
· J(t, β, η), (8)

где

J(t; β; η) =

∫ +∞

0

z−
3
2 (1 + z)β−

1
2 exp

(
− x2

4(t− η)
· 1
z

)
dz =

∥∥∥∥u =
1

z
; du = −dz

z2

∥∥∥∥ =

=

∫ +∞

0

u
3
2

(
1 +

1

u

)β− 1
2

exp

(
− x2

4(t− η)
· u
)
du

u2
=

=

∫ +∞

0

(u+ 1)β−
1
2 · u−β exp

(
− x2

4(t− η)
· u
)
du

. Используем формулу 2.3.6 (12) из [19, стр.262]:∥∥∥∥∥∥∥∥∥
∫∞
0
xα−1 (x+ z)±

1
2
−α e−pxdx = 2α · (2π) γ− 1

2Γ (α) e
pz
2 ·D1−2α

(√
2pz
)
;

α− 1 = −β ⇒ α = 1− β; z = 1; ±1
2
− α = β − 1

2
⇒ ±1

2
− 1 + β = β − 1

2
;

Reα = Re (1− β) > 0, 0 < β < 1,

Re p = Re x2

4(t−η) > 0; |arg z| = 0 < π

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
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Тогда

J(t; β; η) = 21−βΓ (1− β) · exp
(

x2

8 (t− η)

)
·D2β−1

(
x√

2 (t− η)

)
·
(
2 · x2

4 (t− η)

)− 1
2

=

= 2
3
2
−β · Γ (1− β)

x
·
√
t− η exp

(
x2

8 (t− η)

)
·D2β−1

(
x√

2 (t− η)

)
⇒

J(t; β; η) = 2
3
2
−βΓ (1− β) ·

√
t− η

x
exp

(
x2

8(t− η)

)
·D2β−1

(
x√

2(t− η)

)
. (9)

Подставив выражение (9) в (8), получим

I(t; β; η) =
2

3
2
−β · (t− η)

1
2

2
√
π · (t− η)β+

1
2

·Γ (1− β)

x
exp

(
− x2

4(t− η)
+

x2

8(t− η)

)
·D2β−1

(
x√

2(t− η)

)
=

=
2

1
2
−β Γ (1− β)

√
π · x (t− η)β

· exp
(
− x2

8(t− η)

)
·D2β−1

(
x√

2(t− η)

)
, (10)

где Dp(z)−функция параболического цилиндра.
Далее (7) с учетом (10) примет вид:

Dβ
0, t

[∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
· µ (τ) dτ

]
=

1

Γ (1− β)
·
∫ t

0

µ(τ)

(t− τ)β
dτ−

− x

Γ (1− β)

∫ t

0

µ(τ) · 2
1
2
−β

√
π

· Γ (1− β)

x (t− η)β
exp

(
− x2

8(t− τ)

)
D2β−1

(
x√

2(t− τ)

)
dτ =

=
1

Γ (1− β)
·
∫ t

0

µ(τ)

(t− τ)β
dτ− 2

1
2
−β

√
π

∫ t

0

1

(t− τ)β
exp

(
− x2

8(t− τ)

)
D2β−1

(
x√

2(t− τ)

)
µ (τ)

. Окончательно получим

Dβ
0, t

[∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
· µ (τ) dτ

]
=

1

Γ (1− β)
·
∫ t

0

µ(τ)

(t− τ)β
dτ−

∫ t

0

K(t, τ)µ(τ)dτ, (11)

где

K(t, τ) =
2

1
2
−β

√
π

· 1

(t− τ) β
exp

(
− x2

8 (t− τ)

)
·D2β−1

(
x√

2(t− τ)

)

. Тогда с учетом (11) уравнение (5) примет вид интегрального уравнения Вольтерра

µ(t) +
λ

Γ (1− β)

∫ t

0

µ(τ)

(t− τ)β
dτ − λ

∫ t

0

Kβ (t, τ) µ (τ) dτ = f2 (t) , (12)
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где ядро имеет вид

Kβ (t, τ) =
1

2β

√
2

π
· 1

(t− τ)β
· exp

(
− α2(t)

8 (t− τ)

)
·D2β−1

(
α(t)√
2(t− τ)

)
, (13)

|0 < β < 1 ⇒ −1 < 2β − 1 < 1|
. Здесь [20]:

Dp (z) = 2
p
2 e−

z2

4

{ √
π

Γ
(
1−p
2

) Φ

(
−p
2
;
1

2
;
z2

2

)
−

√
2πz

Γ
(
−p

2

) Φ(1− p

2
;
3

2
;
z2

2

)}
.

- функция параболического цилиндра,

Φ (α; γ; z) = 1 +
α

γ
· z
1 !

+
α (α+ 1)

γ (γ + 1)
· z

2

2 !
+
α (α+ 1) (α+ 2)

λ (γ + 1) (λ+ 2)
· z

3

3 !
+ ...−

- вырожденная гипергеометрическая функция.∥∥∥∥∥p = 2β − 1; z =
α(t)√
2(t− τ)

⇒ −p
2
=

1− 2β

2
=

1

2
− β;

1− p

2
=

1− 2β + 1

2
= 1− β

∥∥∥∥∥
. Тогда

Φ

(
−p
2
;
1

2
;
z2

2

) ∣∣∣∣
z=

α(t)√
2(t−τ)

= 1 +
1
2
− β
1
2

· z
1!

+

(
1
2
− β

)
·
(
3
2
− β

)
1
2
· 3
2

· z
2

2!
+

+

(
1
2
− β

)
·
(
3
2
− β

) (
5
2
− β

)
1
2
· 3
2
· 5
2

· z
3

3 !
+ ....+

∣∣∣∣∣
z=

α(t)√
2(t−τ)

=

= 1+
(1− 2β)

1! !

z

1 !
+
(1− 2β) (3− 2β)

3! !
· z

2

2 !
++

(1− 2β) (3− 2β) (5− 2β)

5! !
· z

3

3 !
+ ...

∣∣∣∣
z=

α(t)√
2(t−τ)

;

Φ

(
1− p

2
;
3

2
;
z2

2

) ∣∣∣∣
z=

α(t)√
2(t−τ)

=

= 1+
1− β

3
2

· z
1!

+
(1− β) · (2− β)

3
2
· 5
2

· z
2

2!
+

(1− β) · (2− β) (3− β)
3
2
· 5
2
· 7
2

· z
3

3 !
+ ....

∣∣∣∣
z=

α(t)√
2(t−τ)

=

= 1+
2 (1− β)

3! !

z

1 !
+
22 (1− β) (2− β)

5! !
· z

2

2 !
++

23 (1− β) (2− β) (3− β)

7! !
· z

3

3 !
+ ...

∣∣∣∣
z=

α(t)√
2(t−τ)

D2β−1 (z) = 2β−
1
2 · e−

z2

4

{ √
π

Γ (1− p)

[
1 +

(1− 2β)

1 !!
· z
1!
+

(1− 2β) (3− 2β)

3! !
· z

2

2 !
+

+
(1− 2β) · (3− 2β) (5− 2β)

5 !!
· z

3

3 !
+ ...

]
−

−
√
2π

Γ
(
1
2
− β

) [z + 2 (1− β)

3! !

z2

1 !
+

22 (1− β) (2− β)

5! !
· z

3

2 !
+

23 (1− β) (2− β) (3− β)

7! !
· z

3

3 !
+ ....

]
(14)
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3.3 Предельные случаи β

Рассмотрим случаи β
I. β = 1 . Тогда [9] Dβ

0, t f(t) = f ′(t).
Задача (1) – (2) примет вид:

ut − uxx + λut(x, t)|x=α(t) = f(x, t),

u(x, 0) = 0; u(0, t) = 0.

Следуя [7, с.206], обратим дифференциальную часть в полученной задаче:

u(x, t) = −λ
∫ t

0

∫ ∞

0

uτ (x, τ)|
x=α(τ)

G (x, ξ, t− τ) dξ dτ+

∫ t

0

∫ ∞

0

f (ξ, τ) G (x, ξ, t− τ) dξ dτ,

где

G(x, ξ, t) =
1

2
√
π t

{
exp

[
−(x− ξ)2

4t

]
− exp

[
−(x+ ξ)2

4t

]}
или

u(x, t) = −λ
∫ t

0

uτ (α(τ), τ) erf

(
x

2
√
t− τ

)
dτ+

∫ t

0

∫ ∞

0

f (ξ, τ) G (x, ξ, t− τ) dξ dτ. (15)

Введя обозначение µ(t) = ut(α(t), t), из (15) получим

µ(t)− λ

1 + λ

∫ t

0

α(t)

2
√
π (t− τ)

3
2

exp

(
− α2(t)

4 (t− τ)

)
· µ (τ) dτ =

1

1 + λ
f2(t),

или

µ(t)− λ

1 + λ

∫ t

0

K(t, τ) · µ (τ) dτ =
1

1 + λ
f2(t), (16)

где

K(t, τ) =
α(t)

2
√
π (t− τ)

3
2

exp

(
− α2(t)

4(t− τ)

)
.

Заметим, что∫ t

0

K(t, τ)dτ =

∥∥∥∥∥ξ = α(t)

2
√
t− τ

; dξ =
α(t)

4 (t− τ)
3
2

∥∥∥∥∥ =

∫ +∞

α(t)

2
√

t

2√
π
e−ξ

2

dξ = erfc

(
α(t)

2
√
t

)
,

.
Отсюда, например, при α(t) ≈ tω, ω >

1

2

lim
t→0

∫ t

0

K(t, τ)dτ = 1, lim
t→∞

∫ t

0

K(t, τ)dτ = 0.
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Тогда норма ∥K(t, τ)∥ в пространстве непрерывных функций равна 1. Поэтому решение
уравнения (16) µ(t) не может быть найдено методом последовательных приближений.

Так как [20, формула 9.251]

D1(z) = −e
z2

4 · e−
z2

2 (−z) = z · e−
z2

4

∣∣∣
z=

α(t)√
2(t−τ)

то из (13) при β = 1

K1(t, τ) =
1

2
·
√

2

π
· 1

t− τ
exp

(
− α2(t)

8 (t− τ)

)
· α(t)√

2 (t− τ)
exp

{
− α2(t)

8 (t− τ)

}
=

=
α(t)

2
√
π (t− τ)

3
2

· exp
{
− α2(t)

4 (t− τ)

}
.

Из (12) при β = 1

µ(t)− λ

∫ t

0

α(t)

2
√
π (t− τ)

3
2

exp

(
− α2(t)

4 (t− τ)

)
· µ (τ) dτ = f2(t),

С уравнением (16) не совпадает. Поэтому непрерывности слева по порядку при β = 1
нет.

II. β = 0
Из (3) имеем:

D0
0, t u(x, t)

∣∣
x=α(t) =

∫ t

0

uτ (x, τ)dτ

∣∣∣∣
x=α(t)

= u(α(t); t) = µ(t)

Из (1)-(2) получим задачу:

ut − uxx + λu(α(t); t) = f(x, t)

u(x, 0) = 0; u(0, t) = 0.

Её решение:

u(x, t) = −λ
∫ t

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)
· u (α(τ); τ) dτ +

∫ t

0

∫ +∞

0

G(x, ξ, t− τ) f (ξ, τ) dξdτ︸ ︷︷ ︸
f1(x, t)

µ(t) + λ

∫ t

0

erf

(
α(t)

2
√
t− τ

)
· µ(τ) dτ = f2(t), (17)

где f2(t) = f1(α(t); t).
Из (14) при β = 0 имеем: [20, формула 9.254(1)]

D−1 (z) = e
z2

4

√
π

2
erfc

(
z√
2

)
.
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Из (13) при β = 0

K0 (t, τ) =

√
2

π
exp

(
− α2(t)

8(t− τ)

)
. exp

(
− α2(t)

8(t− τ)

)
.erfc

(
α(t)

2
√
t− τ

)
= erfc

(
α(t)

2
√
t− τ

)
. Из (12) при β = 0

µ(t) + λ

∫ t

0

µ(τ)dτ − λ

∫ t

0

erfc

(
α(t)

2
√
t− τ

)
µ(τ)dτ = f2(t)

или

µ(t) + λ

∫ t

0

erf

(
α(t)

2
√
t− τ

)
µ(τ)dτ = f2(t),

где f2(t) = f1(α(t); t) (Ср с (17))
Значит, при β = 0 решения задаче (1)-(2) и решение, полученное из (12), совпадают.

3.4 Оценка ядра интегрального уравнения

Оценим ядро в (12).
Исследуем ядро интегрального уравнения (12) Kβ (t, τ) , которое имеет особенность

при τ = t.
Найдем lim

t→0

∫ t
0
Kβ (t, τ) dτ

Так как arg z = arg
(

α(t)

2
√
t−τ

)
= 0 < 3π

4
, то при больших z имеем [20]

Dp (z) ≈ e−
z2

4 zp
(
1− p(p− 1)

2z2
+
p(p− 1)(p− 2)(p− 3)

2 · 4 · z4
− ...

)
При p = 2β − 1 и z = α(t)√

2(t−τ)
имеем при малых (t− τ) и при α(t) ≈ tω, ω <

1

2

D2β−1

(
α(t)√
2(t− τ)

)
≈ exp

(
− α2(t)

8(t− τ)

)
·

(
α(t)√
2(t− τ)

)2β−1

×

×

(
1− (2β − 1)(2β − 2)

2 · α2(t)
2(t−τ)

+
(2β − 1)(2β − 2)(2β − 3)

8 · α4(t)
4(t−τ)2

− ...

)
.

Тогда в ядре (13) при малых (t− τ) и при α(t) ≈ tω, ω <
1

2
:∣∣∣∣∣exp

(
− α2(t)

8(t− τ)

)
D2β−1

(
α(t)√
2(t− τ)

)∣∣∣∣∣ = exp

(
− α2(t)

4(t− τ)

)(
α(t)√
2(t− τ)

)2β−1

×

×

∣∣∣∣∣1− (2β − 1) (2β − 2)
t− τ

α2(t)
+ (2β − 1) (2β − 2) (2β − 3)

(t− τ)2

2α4(t)
− ...

∣∣∣∣∣ < M

где M-const при малых (t− τ) и при α(t) ≈ tω, ω <
1

2
.

Тогда ядро (13) Kβ (t, τ) при 0 < β < 1 имеет слабую особенность. Уравнение (12)
будет иметь единственное решение при любой правой части f2 (t) и ∀τ , которое можно
найти методом последовательных приближений.
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4 Результаты и обсуждение

Доказана теорема:
Теорема. Интегральное уравнение (12) с ядром вида (13) при 0 < β < 1 и при

α(t) ≈ tω, ω <
1

2
однозначно разрешимо в классе непрерывных функций при любой

правой части из класса непрерывных функций.
Результаты работы согласуются с результатами исследования, приведенными в мо-

нографии [7]: в случае, если порядок производной в нагруженном слагаемом равен или
выше порядка дифференциальной части уравнения (такие уравнения в [7] названы "су-
щественно"нагруженными), нагруженное слагаемое в уравнении не является слабым
возмущением его дифференциальной части. Выше было получен похожий результат
для уравнения (12).

5 Заключение

Исследованы проблемы разрешимости неоднородной краевой задачи в первом квадран-
те для нагруженного уравнения теплопроводности, в котором нагруженное слагаемое
представлено в форме дробной производной Капуто по временной переменной, причем
порядок производной в нагруженном слагаемом меньше порядка дифференциальной
части, и точка нагрузки движется (с постоянной или переменной скоростями).

Предполагается дальнейшее исследование поставленной задачи в случае представле-
ния нагруженного слагаемого в форме дробной производной Капуто по пространствен-
ной переменной.
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К ГЕОМЕТРИИ ИНТЕГРИРУЕМЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ В En

Аннотация. Предлагаемая работа посвящена выделению и изучению многомерных сетей,
конструктивно связанных распределением. В первоначальном подходе к выделению сетей
существенно используется вектор средней кривизны распределения. Поэтому такое выде-
ление осуществимо лишь в метрических пространствах (в работе этот вопрос исследуется
в евклидовом n-пространстве). В статье исследуются условия существования канонических
распределений плоскостей, принадлежащих касательной плоскости поверхности евклидова
пространства. В данной статье введено понятие параллельного переноса площадки вдоль ин-
тегральных кривых однораспределения. Доказано утверждение о том, что векторные поля
коллинеарны тогда и только тогда, когда геометрический объект тензор кривизны является
нулевым.
Выведены дифференциальные уравнения однораспределения и найдено необходимое и до-
статочное условие, для того чтобы геодезическая линия однораспределения была плоской, а
также найдены условия, при которых интегральные кривые однораспределения являются ли-
ниями кривизны относительно однораспределения. Доказано утверждение о том, что линия
будет геодезической, тогда и только тогда, когда ее главные нормали совпадают с нормалями
поверхности, на который эта линия расположена. Получены дифференциальные уравнения
гедезической плоской линии.
Ключевые слова: Структурные уравнения, параллельный перенос площадки (гиперраспре-
деление) ∆n−1(x) вдоль интегральных кривых однораспределения ∆(y), Λn

ij – тензор, Ri
jpq –

скалярная кривизна гиперраспределения, геодезические однораспределения линии ∆(y).
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En кеңiстiгiнде интегралданатын таралымдардың геометриясына

Аңдатпа. Қарастырып отырылған торды зерттеуде таралымның орта иiлiмнiң векторы
алынып зерттелдi. Мұндай қарастыру тек метрикалық кеңiстiктерде ғана жүзеге асырылады
(Бұл сұрақ n-өлшемдi векторлық кеңiстiкте зерттелдi). Ұсынылып отырылған жұмыста жа-
зықтық таралымдарының табылу шарты зерттелдi және таралымдар евклидтiк кеңiстiктегi
беттiң жанама жазықтығында жатуына байланысты айтылды. Таралымдардың торлары-
ның ажыратылатын торлардың беттегi теориясы зерттелдi. Беттiң барлық нүктелерiнде
геодезиялық иiлiм нөлге тең болса онда мұндай қисық геодезиялық сызық болады.Мақалада
гипертаралымның бiртаралымның интегралдық қисығының параллель жылжу ұғымы
енгiзiлдi. Векторлық өрiстердiң коллинеар болуы үшiн беттiң тензор иiлiмдерiнiң нөлге тең
болуы қажеттi және жеткiлiктi.
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Бiртаралымының геодезиялық қисығының жазық қисық болуының дифференциалдық тең-
деулерi қорытылып шығарылды. Сонымен қатар бiртаралымның интегралдық қисығы бiр-
таралымның иiлiм сызығы болуының қажеттi және жеткiлiктi шарты табылды. Структура-
лық теңдеуi (n−1)-өлшемдi гипертаралымының бiртаралымның интеграл қисығының бойы-
мен параллель жылжудағы структуралық теңдеуi алынды. Бұл жағдайда иiлiм тензоры мен
бұралым тензорының нөлге айналуы жеткiлiктi.
Түйiн сөздер: Структуралық теңдеулер, бiрөлшемдi ∆(y) таралымның интеграл қисығы-
ның бойымен ∆n−1(x) – гипертаралымның параллель көшiрiлiмi, Λn

ij – тензоры, Ri
jpq – ги-

пертаралымның скаляр иiлiмi, ∆(y) бiртаралымның интеграл қисығының геодезиялық сызық
болуы.
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To geometry of integrable distributions in En

Abstract. The proposed work is devoted to the identification and study of multidimensional
networks constructively connected by distribution. In the initial approach to the selection of
networks, the vector of average distribution curvature is essentially used. Therefore, such a
separation is feasible only in metric spaces (in the work this question is studied in Euclidean
n-space). The article investigates the conditions for the existence of canonical distributions of
planes belonging to the tangent plane of the surface of Euclidean space. This article introduces
the concept of parallel site transfer along integral unidistribution curves. The statement is proved
that vector fields are collinear if and only if the geometric object has a zero curvature tensor.
Differential equations of unidistribution are derived and a necessary and sufficient condition is
found for the geodesic line of unidistribution to be flat, and conditions are found under which the
integral curves of unidistribution are curvature lines with respect to unidistribution. The statement
is proved that the line will be geodesic if and only if its main normals coincide with the normals of
the surface on which this line is located. Differential equations of a geodesic flat line are obtained.
Key words: Structural equations, parallel transfer of the hyperdistribution ∆n−1(x) along integral
unidistribution curves ∆(y), Λn

ij is the tensor, Ri
jpq is the scalar curvature of the hyperdistribution,

geodesic unidistributions of the line ∆(y).

1 Введение

Если на гладком p-мерном многообразии xp заданы p линейно независимых дифферен-
цируемых одномерных распределений, то p семейств интегральных кривых этих рас-
пределений образуют сеть Σp линий на многообразии xn.

В настоящее время теория многомерных сетей занимает определенное место в диф-
ференциальной геометрии пространств различной структуры. Ее развитие происходит,
в основном, в двух направлениях:

1. Строятся различные обобщения богатой результатами теории двумерных сетей;
2. Даются новые способы определения сетей, учитывающие специфику многомерной

геометрии.
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2 Обзор литературы

Обзор работ по многомерным сетям опубликован в 1965 году В.Т. Базылевым [1-4]. В
докладе [5], прочитанном Н.М. Остиану, где освещены некоторые вопросы дальнейшего
развития этого раздела геометрии. Систематический же обзор рассматриваемого на-
правления за последние годы не проводился. Укажем кратко лишь те работы, которые
в известной мере определили круг вопросов нашего исследования. Некоторые начальные
исследования сделаны в работах [6-14]. Например, в работах [1-4], [9], [12] проводится
обобщение понятий и результатов дифференциальной геометрии сетей на дифферен-
цируемых многообразиях. Введено понятие сетевого модуля, позволяющего проводить
классификацию сетей на гладких многообразиях.

3 Постановка задачи

В настоящей работе рассмотрены некоторые геометрические свойства (n− 1) – распре-
деления в евклидовом пространстве En.

Пусть n-мерное евклидово пространство En отнесено к подвижному реперу Rx =
(x,−→e 1,

−→e 2, . . . ,
−→e n), инфинитезимальное перемещение которого определяется диффе-

ренциальными уравнениями:

d−→x = ωJ−→e J , d−→e J = ωKJ
−→e K ,

(J,K,L, . . . = 1, 2, . . . , n; i, j, k, . . . = 1, 2, . . . , n− 1).
(1)

Формы ωJ и ωKJ удовлетворяют структурным уравнениям:

DωJ = ωK ∧ ωJK , DωKJ = ωLJ ∧ ωKL . (2)

Пусть в некоторой области G ⊂ En задана вещественная функция f(x1, x2, . . . , xn).
Условие f = const расслаивает областьG на ∞1 поверхностей Vn−1 (поверхностей уровня
этого инварианта), касательные пространства к этим поверхностям задают в области G
(n− 1) – распределение ∆n−1.

Векторы −→e 1,
−→e 2, . . . ,

−→e n−1 репера расположим в площадке Vn−1(x). Тогда диффе-
ренциальные уравнения распределения будут:

ωni = Λnixω
x, (Λnij = Λnji). (3)

Вектор −→e n репера R∗ направим по направлению X ортогональному площадке
∆n−1(x). Получим −→e i · −→e n = 0, следовательно,

ωni = +γijω
j
n = 0, (4)

где γij = −→e i−→e j.
Продолжив систему уравнений (3), перенеся все слагаемые, содержащие главные

форму, в первую часть, находим:

dΛnij − Λnitω
t
j − Λntjω

t
i = Λnijkω

k,
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dΛnin − Λnknω
k
i = Λninkω

k.

Система величин Λnij образует тензор; мы будем предполагать det ∥Λnij∥ ̸= 0; Λnin
образуют геометрический объект типа ковектора.

В силу равенства (4) скалярная кривизна гиперповерхности Vn−1 представится в
виде:

Ri
jpq = γik(Λ

n
kpΛ

n
jq − ΛnkqΛ

n
jp),

отсюда

Rsjpq = ΛnspΛ
n
jq − ΛnsqΛ

n
jp. (5)

Пусть площадки ∆n−1(x) = ∆(−→e 1, . . . ,
−→e n−1) параллельно переносятся вдоль инте-

гральных кривых 1-распределения Λ(y), y ̸∈ ∆n−1(x). Если
−→
H ∈ ∆n−1(x) и точка x

смещается вдоль интегральной кривой распределения ∆(y), то

(d
−→
H )/y ∈ ∆n−1(x). (6)

Пусть
−→
H = hi−→e i, −→y = ηK−→e K . Учитывая соотношения (3) и (6), получим

ηKhiΛnik = 0. (7)

В частности, условию (7) удовлетворяют базисные векторы −→e 1,
−→e 2, . . . ,

−→e n−1, тогда
hi = δij и

ηKΛnik = 0. (8)

Теорема 1 Для того, чтобы выполнялось соотношение −→y = t
−→
X, необходимо и доста-

точно, чтобы геометрический объект Λnin был нулевым.

Доказательство. Пусть y = tX, тогда ηi = 0, ηn ̸= 0. Из соотношения (8) следует
Λnin = 0. Обратно, система ηiΛnij = 0 имеет единственное нулевое решение, ηi = 0, значит,
y = tX.

Имеем направление X, ортогональное распределению ∆n−1, тогда в En воз-
никает двумерное распределение ∆2 = ∆(X, Y ), где вдоль интегральной кри-
вой 1-распределения ∆(Y ) имеем параллельное перенесение площадок ∆n−1(x) =
∆(−→e 1,

−→e 2, . . . ,
−→e n−1).

Это распределение и (n− 1) – распределение ∆n−1 = ∆(−→e 1, . . . ,
−→e n−1) пересекаются

по однородному распределению ∆1 :

∆1 = ∆2 ∩∆n−1.

Пусть векторное поле −→u порождает это 1-распределение ∆1 : ∆1 = ∆(−→u ). Тогда
−→u ∈ ∆2 и имеем

−→u = λ−→e n + µY = µηi−→e i + (λ+ µηn)−→e n,
−→u = ui−→e i.
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Отсюда находим:
ui = µηi, λ+ µηi, λ+ µηn = 0,

то есть
ui = (−1)i−1µ det ∥ΛnkJi∥

(Ji ̸= i; Ji = 1, 2, . . . , n).

Когда точка x смещается вдоль интегральных кривых 1-распределения ∆(−→u ) на
поверхности Vn−1 (ωn = 0) имеем: ωi = Θ1u

i, где Θ1 параметрическая форма, DΘ1 =

Θ2 ∧Θ1. Для точки
−→
F = −→x + λ−→e n ортогонального направления ∆(X) находим

d
−→
F = (ωi + λωin)

−→e i + dλ−→e n.

Чтобы имело место соотношение: d
−→
F ∈ ∆(X), смещение точки x вдоль интегральной

кривой ∆(−→u ) должно удовлетворять условию [1]:

ωi + λωin = Θ1u
i + λωin = 0

или в силу (3) и (4):
(Λnki − ργki)u

i = 0,

где ρ =
1

λ
. Допустим, что корни ρi уравнения

det ∥Λnki − ργki∥ = 0

простые, тогда уравнения
(Λntk − ρiγtk)u

k = 0

определяют в точке x попарно ортогональных (n−1) направлений (главные направления
тензора Λntk [2]). Отсюда следует:

Теорема 2 Интегральные кривые распределения ∆(−→u ) являются линиями кривизны
относительно ∆(X) тогда и только тогда, когда∑

k

(−1)k−1(Λnjk − ργjk) det ∥ΛniLk
∥ = 0 (Lk ̸= k),

где ρ – корень уравнения det ∥Λnik − ργik∥ = 0.

Выясним, когда интегральные кривые распределения ∆(−→u ) являются геодезически-
ми. При смещении точки x вдоль интегральной кривой этого распределения имеем:

d−→x = ωi−→e i = Θ1u
i−→e i = Θ1

−→u . (9)

Находим
d2−→x = dΘ1

−→u +Θ1(du
i + ujωij)

−→e i +Θ1u
iωni

−→e n.

Соприкасающаяся плоскость в точке x этой кривой

Π2(
−→u ) = [x, d−→x , d2−→x ].
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Чтобы линия была геодезической (Π2(
−→u ) ⊃ ∆(X)), должно быть:

dui + ujωij = 0. (10)

Положим −→e 1 ∈ ∆(−→u ), тогда из соотношения (10) следует:

ωi1 = 0. (11)

Продолжив уравнение (11), находим:

Dωi1 = 2γij(ΛnjpΛ
n
1q − ΛnjqΛ

n
1p)ω

p ∧
p<q
ωq = 0,

то есть
γij(ΛnjpΛ

n
1q − ΛnjqΛ

n
1p) = 0;

умножив на γti и суммируя по i, получим

ΛntpΛ
n
1q − ΛntqΛ

n
1p = 0.

Поэтому верна.

Теорема 3 Если интегральные кривые распределения ∆(−→u ), −→e 1 ∈ ∆(−→u ) являются
геодезическими, то det ∥ΛniLk

∥ = 0 и тензор кривизны гиперповерхности Vn−1 удовле-
творяет условию: Rstpq = 0, если хотя бы один из индексов равен единице (Lk ̸= k; k ̸=
1).

Аналогично убеждаемся, что справедлива

Теорема 4 Чтобы геодезическая линия ∆(−→u ), −→e 1 ∈ ∆(−→u ) была плоской, необходимо
и достаточно, чтобы

γikΛnk1 = 0 (i ̸= 1).

4 Заключение

Аналогия между геометрией распределения, определяемой полями его фундаменталь-
ных подобъектов, и геометрией поверхности позволяет перенести известные свойства
линий на поверхностях на линии, принадлежащие распределению.

Рассмотрению дифференциально-геометрических свойств интегрируемых распреде-
лений и сетей, определяемых гиперраспределениями в n-мерном евклидовом простран-
стве En, посвящена настоящая статья авторов.

Найдено необходимое и достаточное условия коллинеарности векторных полей
−→
Y и−→

X.
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ПРИБЛИЖЁННЫЕ УРАВНЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ
ОБОЛОЧЕК ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ

Аннотация. К настоящему времени выполнено огромное число исследований по приведению
трехмерной задачи к двухмерной инженерными и математическими методами. Но эти
исследования не исчерпывают проблему полностью. Решение этой проблемы для тел с
различной геометрией продолжается и в наши дни, о чем свидетельствуют публикации
отечественных, российских и зарубежных ученых. К ним примыкает и проблема изучения
динамического поведения круговых стрежней, взаимодействующих с деформируемой среды
на основе уравнений колебаний, выведенных с помощью строгого математического аппарата.
Приближённые уравнения колебаний стержневых систем выше второго порядка по
производным от искомой функции и теории колебаний круглой цилиндрической оболочки,
в частности крутильных колебаний, с учетом инерции вращения и деформации поперечного
сдвига посвящено сравнительно небольшое число научных публикаций. Приведённые в
данной работе приближённые уравнения стержневых систем переменной толщины позволяют
строить приближённые теории колебания в зависимости от условий на торцах стержня,
от порядка производных, искомых в приближённых уравнениях и начальных условиях.
Полученные результаты позволяют формулировать краевые задачи при решении частных
задач колебания цилиндрической оболочки при различных условиях на торце оболочки.
Ключевые слова: колебания, стержень, деформация, вращения, напряжение.
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Қалындығы өзгермелi цилиндрлiк қабықшаның жуық тербелiс теңдеулерi

Аңдатпа. Қазiргi таңда үшөлшемдi есептi екi өлшемдi инженерлiк және математикалық
әдiстер дейiне түсiрiп есептеп шешу бағытында қөптеген зерттеу ұмыстары жүргiзiлiп
келедi. Бiрақ бұл зерттеулер мәселенi толығымен шеше алмайды. Әр түрлi геометрия
жағдайындағы денелер үшiн бұл мәселенi шешу бүгiнгi күнге дейiн жалғасуда, оны
отандық, ресейлiк және шетелдiк ғалымдардың жарияланымдары дәлелдейдi. Осыған қоса
- қатаң математикалық аппаратты қолдану арқылы берiлген тербелiс теңдеулерi негiзiнде
деформацияланатын ортамен әрекеттесетiн дөңгелек қабықшалардың динамикалық мiнез-
құлқын зерттеу жұмысы да жатады. Берiлген функция туынсы екiншi реттiден жоғары және
дөңгелек цилиндрлiк қабықтың тербелiс теориясына қатысты жүйелерiнiң тербелiс теңдеуiн
жуық түрi, атап айтқанда айналу инерциясы мен көлденең ығысу, бұралуының тербелiс
жағдайларының мәселелерi ғылыми басылымдарда жариалануы өте аз. Осы мақалада
келтiрiлген қалындығы өзгермелi цилиндрлiк қабықшаның жуық тербелiс теңдеулерi бiзге
тербелiстердiң жуық теориясын, сонымен қатар жуық теңдеу мен бастапқы шарттарды
қанағаттандыратын жағдайын құруға мүмкiндiк бередi. Алынған нәтижелер цилиндрлiк
қабықтың тербелiстерiнiң белгiлi бiр есептерiн шешуде және шеттiк есептерге тұжырым
жасауға мүмкiндiк бередi.
Түйiн сөздер: тербелiстер, өзектер, айналу, кернеу, деформация.
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The approximate equations oscillations of cylindrical shells of variable thickness

Abstract. To date, a huge number of studies have been carried out to bring a three-dimensional
problem to a two-dimensional one by engineering and mathematical methods. But these studies
do not exhaust the problem completely. The solution of this problem for bodies with different
geometries continues today, as evidenced by the publications of domestic, Russian and foreign
scientists. Adjacent to them is the problem of studying the dynamic behavior of circular rods
interacting with the deformable medium on the basis of oscillation equations derived using a
rigorous mathematical apparatus. Approximate equations of oscillation of rod systems above the
second order with respect to the derivatives of the desired function and the theory of oscillations
of a circular cylindrical shell, in particular torsional oscillations, taking into account the inertion
of rotation and the strain of the transverse shear, are devoted to a relatively small number of
scientific publications. The approximate equations of rod systems of variable thickness presented
in this paper allow us to construct approximate theories of oscillation depending on the conditions
at the ends of the rod, on the order of the derivatives sought in the approximate equations and
initial conditions. The results obtained make it possible to formulate boundary value problems in
solving particular problems of oscillations of a cylindrical shell under various conditions at the end
of the shell.
Key words: oscillations, rod, rotation, strain, deformation.
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1 Введение

Цилиндрические оболочки являются элементами многих конструкций и сооружений,
в том числе, подземных, а также находят широкое применение в различных областях
современной техники. Поэтому усовершенствование методов расчета цилиндрических
оболочек является актуальной проблемой, причем наиболее точные данные могут быть
получены при исследований оболочек на основе механики деформируемого твердого
тела.

В известных научных источниках проводимые исследования в области
колебаний оболочек не были сформулированы краевые задачи колебания, наряду
с приближёнными уравнениями колебания отсутствуют строго обоснованные
граничные условия на торцах стержней и оболочек, вытекающие из развиваемого
математического подхода, а применялись граничные условия из задач статики. Кроме
того, не обосновывалось необходимое число начальных условий в зависимости от
порядка производных по времени от искомых функций и не исследовались области
применимости приближённых уравнений колебаний.

В настоящей работе рассматриваются вопросы для задач цилиндрических оболочек
переменной толщины в более общей постановке, которые позволяют сформулировать
краевые задачи при решении частных задач колебания цилиндрической оболочки при
различных условиях на торце оболочки.

2 Обзор литературы

В исследуемой области получены основополагающие результаты отечественных и
зарубежных ученых. Поэтому здесь мы лишь упомянем некоторые основные работы,
в основу которых положены наиболее распространенные модели механики механики,
применением хорошо апробированных аналитических и численных методов математики.

По этой причине предлагаемой краткий обзор не претендует по полноту охвата
всех имеющихся результатов, которые имеют непосредственное отношение к настоящей
работе. Будем обращаться к работам лишь близким к вопросам и проблемам,
затрагиваемым в настоящей работе, и имеющим фундаментальное значение в механике
и математике.

Фундаментальные идеи и подходы в развитии математических моделей,
теоретические и экспериментальные исследования в стержневых систем связан с
именами таких ученых, как Ж.Д.Ахенбах, Д.Бленд, Э.И.Григолюк, А.А.Ильюшин,
Н.Н.Лентьев, Г.И.Петрашень, Х.А.Рахматуллин, С.П.Тимошенко, И.Г.Филиппов,
В.Г.Чебан, и многие другие [1] [2] [3].

Вопросы распространение волн в упругих и вязкоупругих средах и теории
колебаний круглой цилиндрической оболочки изучались в работах ученых Г.Кольского,
Э.И.Григолюка. Ю.Н.Работнова. Х.А.Рахматуллина, Ж.Д.Ахенбаха, С.П.Тимошенко,
И.Г.Филиппова, А.Я.Александрова, Л.М.Куршина, С.И.Филиппова, М.И.Рамазанова,
А.Ж.Сейтмуратова и многих других [4] [7] [8].

Множество актуальных научных и технических проблем связано с исследованием
колебательных процессов и распространением волн в сплошных средах. Использование
результатов этих исследований приносят огромную пользу при рассмотрении
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нестационарных колебательных и волновых процессов. Однако возникает ряд вопросов,
связанных с реакцией среды на внешние воздействия, способами возбуждения
движений, кинематическими характеристиками волн, геометрией тел, решение которых
имеет прикладное значение и достигается при помощи своих, типичных для данной
области методов.

Резюмируя приведенный краткий обзор работ, безусловно, не являющийся полным,
можно отметить, что решение динамических задач плоских элементов строительных
конструкций в виде пластин далек от завершения.

3 Материал и методы

Постановка задачи
В цилиндрической системе координат (r, θ, z) рассматриваются цилиндрические

оболочки переменной толщины, внутренний и внешний радиусы которой равны r1 =
F1(z) и r2 = F2(z) соответственно.

Материал оболочки, в общем случае, изотропный или трансверсально-изотропный с
осью изотропии z, однородный и вязкоупругий, если не оговаривается особо.

При постановке общей краевой задачи для оболочки они рассматриваются
как трёхмерные сплошные деформируемые тела, поведение материалов которых
описываются в рамках линейной теории вязкоупругости.

Зависимости напряжений от деформаций в точках цилиндрических оболочек как
трёхмерных деформируемых тел имеют вид

σrr = A11 (εrr) + A12 (εθθ) + A13 (εzz) (1)

σθθ = A12 (εrr) + A11 (εθθ) + A13 (εzz)

σzz = A13 (εrr + εθθ) + A33 (εzz)

σθz = A44 (εθz) σzr = A44 (εzr) σrθ = A66 (εrθ)

где Aij - вязкоупругие операторы

Aij (ζ) = aij

[
ζ(t)−

∫ t

0

fij (t− ξ) ζ (ξ) dξ

]
aij - упругие постоянные.
Зависимости деформаций εij от перемещений ur, uθ, uz в цилиндрической системе

координат определяются по известным формулам механики деформируемого твердого
тела
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εrr =
∂ur
∂r

; εθθ =
1

r

∂uθ
∂θ

+
ur
r

(2)

εzz =
∂uz
∂r

+ ∂ur
∂z

; εzθ =
∂uθ
∂z

+ 1
r
∂uz
∂θ

εrz =
∂uz
∂r

+ ∂ur
∂z

; εzθ =
1
r
∂ur
∂θ

+ ∂uθ
∂r

− uθ
r
;

Уравнения движения в напряжениях имеют вид

∂σrr
∂r

+
1

r

∂σrθ
∂θ

+
∂σrz
∂z

+
σrr − σθθ

r
= ρ

∂2ur
∂t2

(3)

∂σrθ
∂r

+ 1
r
∂σθθ
∂θ

+ ∂σzθ
∂z

+ 2∂2uθ
r

= ρ∂
2ur
∂t2

∂σrz
∂r

+ 1
r
∂σzθ
∂θ

+ ∂σzz
∂z

+ σrz
r

= ρ∂
2uz
∂t2

В случае изотропного материала введением потенциалов Φ и ψρ продольных и
поперечных волн

Uρ = gradΦ + rotψρ;ψρ = eρzψ1 + rot (eρzψ2) (4)

уравнения движения приводятся к интегро-дифференциальным уравнениям

N (∆Φ) = ρ
∂2Φ

∂t2
,M (∆ψρ) = ρ

∂2ψρ

∂t2
, N = L+ 2M (5)

а перемещения и деформация через потенциалы выражаются по формулам

ur =
∂

∂r

[
Φ +

∂ψ2

∂z

]
+

1

r

∂ψ1

∂θ
(6)

uθ =
1
r
∂
∂θ

[
Φ + ∂ψ2

∂z

]
− ∂ψ1

∂r

uz =
∂Φ
∂z

−
(

1
r
∂
∂r

+ ∂2

∂r2
+ 1

r2
∂2

∂θ2

)
ψ2
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и

εrr =
∂2

∂r2

[
Φ +

∂ψ2

∂z

]
− 1

r

(
1

r
− ∂

∂r

)
∂ψ1

∂θ
; (7)

εθθ =
1
r

[(
1
r
∂2

∂θ2
+ ∂

∂r

) (
Φ + ∂ψ2

∂z

)
+ ∂

∂θ

(
1
r
− ∂

∂r

)
ψ1

]
;

εrr =
∂2Φ
∂z2

− ∂
∂z

(
1
r
∂
∂r

+ ∂2

∂r2
+ 1

r2
∂2

∂θ2

)
ψ2;

εrz = 2 ∂2Φ
∂r∂z

+ 1
r
∂2ψ1

∂θ∂z
+ ∂

∂r

[
∂2

∂z2
1
r
∂
∂r

(
r ∂
∂r

)
− 1

r2
∂2

∂θ2

]
ψ2;

εrθ =
2
r
∂
∂θ

(
∂
∂r

− 1
r

)
Φ +

[
1
r2

∂2

∂θ2
− r ∂

∂r

(
1
r
∂
∂r

)]
ψ1 +

2
r

∂2

∂θ∂z

(
∂
∂r

− 1
r

)
ψ2;

εzθ =
∂
∂z

(
2
r
∂Φ
∂θ

− ∂ψ1

∂r

)
− ∂

∂θ

[
1
r2

∂
∂r

(
r ∂
∂r

)
+ 1

r2
∂2

∂θ2
− 1

r
∂2

∂z2

]
ψ2;

ε = εrr + εθθ + εzz = ∆Φ

Начальные условия нулевые, т.е.

uj =
∂uj
∂t

= 0 (t = 0; j = r, θ, z) (8)

и аналогично для потенциалов

Φ =
∂Φ

∂t
= 0 ψj =

∂ψj
∂t

= 0 (t = 0; j = 1, 2)

В зависимости от рассматриваемых задач граничные условия на поверхностях
трехмерных тел могут встречаться различных типов как основных трех граничных
условий, так и более общих, поэтому сформулируем некоторые из них, которые будут
использоваться ниже.

Краевая задача крутильных колебаний цилиндрических оболочек
переменной толщины

В цилиндрической системе координат (r, θ, z) пространственная задача крутильных
колебаний цилиндрической оболочки сводится к решению уравнения
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ρM−1

(
∂2ψ1

∂t2

)
−∆ψ1 = 0 (9)

при граничных условиях на внутренней и внешней поверхности цилиндрической
оболочки

σrθ +
(−1)i+1

∆oi

F
′

i (z)σrθ = f (i)
ns1

i = (1, 2) (10)

при r = Fi(z), где r = F1(z) и r = F2(z) - внутренний и внешний радиусы оболочки,

соответственно, ∆0 =
√

1 +
[
F

′
i

]2.
Представляя потенциал ψ1 в виде

ψ1 =

∞∫
0

{sin(kz)− cos(kz)} } dk
∫
l

ψ10 exp(pt)dp

и подставляя его в уравнения (9), получаем для ψ10 уравнение

d2ψ10

dr2
+

1

r

dψ10

dr
− β2ψ10 = 0; β2 = k2 + ρp2M−1

0 (p) (11)

Общее решение уравнения (11) выражается через функции Бесселя мнимого
аргумента, и общее решение которого равно

ψ10 = AI0 (βr) +BK0 (βr) (12)

При этом постоянная интегрирования В в отличие от задачи для стержня отлична
от нуля.

Если сдвиговое перемещение uθ искать в виде смещения uθ

uθ =

∞∫
0

sin(kz)− cos(kz)dk

∫
(l)

uθ,0 exp(pt)dp (13)

то, разлагая функции Бесселя I0 и K0 в ряды, для u(0)θ,0 получаем выражение

u
(0)
θ,0 =

1

r
A−

∞∑
n=0

β
2(n+1)
0

{
A−B

[
ln
β0ξ

2
− 1

2
ψ (n+ 1)− −1

2
ψ(n+ 2)

]} (
r
2

)2n+1

n!(n+ 1)!
; (14)

где ψ(n) - пси-функция.
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Вводя новые величины

∧
U
θ,0

= −1
2
β2
0

{
A−B

[
ln β0ξ

2
− ψ (1)− 1

2

]}
∧
U
θ,1

= −A
ξ

(15)

и подставляя их выражение (14) вместо постоянных A,B получим выражение

U
(0)
θ,0 = 2

∞∑
n=0

(
r
2

)2n+1

n!(n+ 1)!
β2n
0

∧
U
θ,0

+ξ

{[
1

r
+

∞∑
n=0

η1,n(r)

(
r
2

)2n+1

n!(n+ 1)!
β
2(n+1)
0

]
∧
U
θ,1

}
(16)

обращая которое по k и p, для сдвигового перемещения получим окончательное
представление

Uθ(r, z, t) = 2
∞∑
n=0

(
r
2

)2n+1

n!(n+ 1)!
λ
(n)
0 U

θ,0
+ξ

{
1

r
+

∞∑
n=0

η1,n(r)

(
r
2

)2n+1

n!(n+ 1)!
λ
(n+1)
0

}
U
θ,1
; (17)

где Uθ,0; Uθ,1 имеют очевидный механический смысл, функции η1,n равны

η1,n(r) = ln
r

ξ
+

n

2(n+ 1)
−

n∑
k=1

1

k
(18)

Аналогично, для напряжений σr,θ; σz,θ получаем выражения

M−1σr,θ = 2
∞∑
n=0

(
r
2

)2n+1

n!(n+ 2)!
λ
(n+1)
2 Uθ,1++

ξ

2

{
1

2
λ
(1)
2 − 4

r2
+

1

2

∞∑
n=0

η2,n(r)

(
r
2

)2(n+1)

n!(n+ 2)!
λ
(n+2)
2

}
Uθ,1

(19)

M−1σz,θ = 2
∞∑
n=0

(
r
2

)2n+1

n!(n+ 2)!
λ
(n)
2

∂Uθ,1
∂z

+ ξ

{
1

r
+

∞∑
n=0

η1,n(r)

(
r
2

)2n+1

n!(n+ 2)!
λ
(n)
2

}
∂Uθ,1
∂z

где ξ - промежуточная поверхность, определяемая по формуле

ξ =
max [F1(z)]

2

{
χ− max [F1(z)]

min [F2(z)]

}
(20)

при этом

max [F1(z)] < min [F2(z)]
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а коэффициент χ удовлетворяет неравенству

2 +
max [F1(z)]

min [F2(z)]
≤ χ ≤ 2

min [F2(z)]

max [F1(z)]
+

max [F1(z)]

min [F2(z)]

Подставляя (19) в граничные условия (10), для определения Uθ,0 и Uθ,1 получим
систему интегро-дифференциальных уравнений, которые также являются и общими
уравнениями крутильных колебаний круглой цилиндрической оболочки.

Приведём лишь систему приближённых уравнений крутильного колебания

Fi(z)
[
Fi(z)
8
λ
(1)
2 − F

′
i (z)

∂
∂z

]
Uθ,0 + ξ

{
1
2
λ
(1)
2 − 2

F
′
i

− F
′
i (z)

Fi(z)
∂
∂z
+

+Fi(z)
8
λ
(1)
2

[
η2,0 (Fi)

Fi

2
λ
(1)
2 − η1,0 (Fi)

F
′
i (z)

2

]}
∂Uθ,1

∂z
= ∆0iM

−1f
(i)
ns1 (i = 1, 2)

(21)

где

η1,0 = ln
r

ξ
; η2,0(r) = ln

r

ξ
− 1

2

Для оболочки постоянной толщины с радиусами r1 и r2 соответственно, из (21)
получим систему

r2i
8
λ
(1)
2 Uθ,0 + ξ

{
1

2
λ
(1)
2 − 2

r2i
+
ri
2
λ
(1)
2

[
η2,0(ri)ri

2

]
λ
(1)
2

}
(22)

∂Uθ,1

∂z
=M−1

[
f
(i)
θ

]
Граничные условия
Граничные условия для торца оболочки при крутильном колебании выводятся как и

для стержня. Приведём лишь граничные условия на торце оболочки, когда при z = const
происходит нормальный удар интенсивности σzθ = F (r, t). Граничное условие будет
иметь вид

uθ,0 =M−1 [F (0, t)] ;
∂uθ,1
∂z

= 0

Уравнения продольного колебания цилиндрических оболочек
Общие уравнения продольно-радиальных колебаний цилиндрической оболочки

выводятся как и для стержня переменного радиуса.
Для формулировки различных краевых задач вначале приведём приближённые

уравнения продольно-радиальных колебаний

{
C +

r2i
2

[
λ
(1)
2 + C

(
λ
(1)
1 + 2

∂2

∂z2

)]}
Ur,0−

∂

∂z

{
(1− C) +

r2i
8

[
2λ

(1)
2 − C

(
λ
(1)
1 + 2

∂2

∂z2

)]}
Uz,0−
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−ξ
{
− 2

r2i
+

(
1

2
+D ln

ri
ξ

)
λ
(1)
2 +

(
ln
ri
ξ
− 1

4

)
(1−D)λ

(1)
2 +

+D
(
λ
(1)
1 + 2 ∂2

∂z2

)
ln ri

ξ
−D

(
3
4
λ
(1)
1 + ∂2

∂z2

)
r2i
16

}
λ
(1)
2 Ur,1+

+ξ
{

1
2
+ (1−D) ln ri

ξ
+

r2i
8

[
−D

(
ln ri

ξ
− 3

4

)
λ
(1)
1 +D

(
ln ri

ξ
− 1

4

)
λ
(1)
2 +

+
(
2 ln ri

ξ
− 1
)(

λ
(1)
2 −D ∂2

∂z2

)]}
∂Uz,1

∂z
=M−1

(
f
(i)
r

)
(i = 1, 2)

{
(1− C) +

r2i
8

[
(1− C)λ

(1)
2 − 2Cλ

(1)
1

]}
∂Ur,0

∂z
+

+
{
(1 + C)λ

(1)
1 +

r2i
8
λ
(1)
1

[
(1 + C)λ

(1)
2 − 2C ∂2

∂z2

]}
Uz,0−

(23)

−ξ
{

2
r2i

+ (1−D) ln ri
ξ
λ

(1)
2 +

r2i
8

(
ln ri

ξ
− 3

4

) [
(1−D)λ

(1)
2 − 2Dλ

(1)
1

]
λ

(1)
2

}
×

×∂Ur,1

∂z
− ξ

{
2
r2i

+
(
λ
(1)
2 − 2D ∂2

∂z2

)
ln ri

ξ
+

r2i
ξ

(
ln ri

ξ
− 1

2

)
×

×
[(
λ
(1)
2 −D ∂2

∂z2

)
λ

(1)
2 − 2Dλ

(1)
1

∂2

∂z2

]}
Uz,1 =

2
r2i
M−1

(
f
(i)
rz

)
; (i = 1, 2)

где f (i)
r , f

(i)
rz - нагрузки на внешней и внутренней поверхностях оболочек, при этом

перемещения ur, uz приближённо равны

uz = Uz,0 − ξ

(
ln
r

ξ
+

1

2

)
Uz,1 (24)

ur =
r
2
Ur,0 − rξ

2

[
2
r2

+ (1−D)λ
(1)
2 ln r

ξ

]
Ur,1 +

rξ
2
D ln r

ξ

∂Uz,1

∂z

а напряжения

M−1σzz = (1+C)
∂Uz,0
∂z

−(1−C)Ur,0−ξ
(
1

2
+ ln

r

ξ

)[
(1 + 2D)

∂Uz,1
∂z

− (1− 2D)λ
(1)
2 Ur,1

]
(25)

M−1σr,z =
r
2

{
(1− C)∂Ur,0

∂z
+ (1 + C)λ

(1)
1 Uz,0 − ξ

[
2
r2
+ (1− 2D)λ

(1)
2 ln r

ξ

]
∂Ur,1

∂z
−

−ξ
[

2
r2

+
(
λ
(1)
2 − 2D ∂2

∂z2

)
ln r

ξ

]
Uz,1

}
;

M−1σr,r =

{
CUr,0 − (1− C)

∂Uz,0
∂z

+ ξ

[(
D ln

r

ξ
− 1

2

)
λ
(1)
2 +

2

r2

]
Ur,1+ξ

[
(1−D) ln

r

ξ
+

1

2

]
∂Uz,1
∂z

}
;
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M−1σθθ =

{
CUr,0 − (1− C)

∂Uz,0
∂z

+
ξ

2

[
(1−D)λ

(1)
2 +

2

r2

]
Ur,1+ ξ

[
1−D + 2 ln

r

ξ

]
∂Uz,1
∂z

}

C = 1−NM−1; D = 1−MN−1

Здесь Uz,0 и Ur,1 - перемещения точек промежуточной поверхности, а Uz,1 и Ur,0 -
деформации этих точек по радиальной координате.

В начале сформулируем трёхмерные граничные условия для торца оболочки z =
const.

Свободный или нагруженный нормальным напряжением торец

σzz = −F (t); σrz = 0 (26)

Жёстко закреплённый торец

ur = uz = 0 (27)

Идеально закреплённый торец

uz = 0; σrz = 0 (28)

Исходя из приближённых выражений (25) для напряжений, условия (26) для
неизвестных Urj, Uzj приводят к граничным условиям

(1 + C)
∂Uz,0
∂z

− (1− C)Ur,0 −
ξ

2
(1 + 2C)

∂Uz,1
∂z

+
ξ

2
(1− 2C)

λ
(1)
2 Ur,1 = −M−1(F )(1− C)

∂Uz,0
∂z

+ (1 + C)λ
(1)
1 Uz,0 = 0

∂Ur,1
∂z

+ Uz,1 = 0 (29)

Аналогично, условия (27) и (28) приводят к граничным условиям

Ur,0 = Ur,1 = 0; Ur,0 =
ξ

2
Uz,1 (30)

и

Uz,0 =
ξ

2
Uz,1;

∂Ur,1
∂z

+ Uz,1 = 0 (31)

(1− C)
∂Ur,0
∂z

+ (1− C)λ
(1)
1 Uz,0 = 0
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4 Заключение

Граничные условия (29)-(31) отличаются от имеющихся в научной литературе,
полученных на основе тех или иных гипотез и предложений механического и
геометрического характера, наличием операторов λ(1)

j , отражающих принцип Даламбера
в механике.

Полученные результаты позволяют формулировать краевые задачи при решении
частных задач колебания цилиндрической оболочки при различных условиях на торце
оболочки.
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COMPARATIVE ANALYSIS OF MODELS OF QUALITY OF
SOFTWARE TOOLS

Abstract. Although a large number of software quality models (SQMs) have been created at
present, there is no universal model that can be applied to various software tools with the best
results. To analyze and evaluate the quality of the assessment of a specific SQ, it is necessary
to choose an adequate quality model that takes into account their features and requirements for
them, and also most accurately describes the quality indicators at various stages of the life cycle.
Each specific SQM is usually characterized by its own set of characteristics and quality attributes,
has its own advantages and disadvantages. Based on these characteristics, models can be oriented
to various fields of application.
In order to understand the appropriateness of using one or another SQM, one or another charac-
teristics and quality attributes of SQ suitable for specific SQ projects, it is necessary to conduct a
comprehensive analysis of the features of existing SQM.
The aim of this work is to conduct a comprehensive comparative analysis of the characteristics
and features of modern SQMs to assess their capabilities and applicability, the ability to adapt to
the features and requirements of the applied problem.
SQM analysis was carried out in the following aspects: structure, number of levels and character-
istics and their semantic content, as well as in terms of identifying opportunities and applicability.
As a result of a comparative analysis of the main characteristics and sub characteristics of basic
SQMs, the most applicable (basic) set of characteristics and sub characteristics of software quality
are identified. For application to specific types of software, this basic set can be adapted to the
appropriate application conditions by selecting the relevant characteristics and sub characteristics,
as well as possibly adding the necessary quality attributes from other models.
Key words: software, quality, safety, the characteristics of the quality, quality model, comparative
analysis.
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Бағдарламалық қамтамасыз ету сапасының модельдерiн салыстырмалы талдау

Аңдатпа. Қазiргi уақытта бағдарламалық жасақтама сапасының көптеген үлгiлерi (БЖС)
жасалғанына қарамастан, ең жақсы нәтижеге ие әртүрлi бағдарламалық құралдарға
қолданылатын әмбебап модель жоқ. Белгiлi бiр БЖ-дi бағалаудың сапасын талдау
және бағалау үшiн олардың ерекшелiктерi мен оларға қойылатын талаптарды ескеретiн,
сонымен қатар өмiрлiк циклдiң әртүрлi кезеңдерiндегi сапа көрсеткiштерiн неғұрлым дәл
сипаттайтын сәйкес сапа моделiн таңдау қажет.
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Әрбiр нақты БЖСМ, әдетте, өзiндiк сипаттамалары мен сапалық атрибуттарымен
сипатталады, өзiнiң артықшылықтары мен кемшiлiктерi бар. Осы сипаттамаларға сүйене
отырып, модельдер қолданудың әртүрлi салаларына бағытталуы мүмкiн.
Белгiлi бiр БЖ жобаларына сәйкес келетiн бiр немесе басқа БЖСМ, БЖ сипаттамалары
мен сапалық атрибуттарын қолданудың орындылығын түсiну үшiн қолданыстағы БЖСМ
ерекшелiктерiне жан-жақты талдау жүргiзу қажет.
Бұл жұмыстың мақсаты - заманауи БЖСМ-ның сипаттамалары мен ерекшелiктерiне
олардың мүмкiндiктерi мен қолданылуын, қолданылатын мәселенiң ерекшелiктерi мен
талаптарына бейiмделу қабiлеттерiн бағалау үшiн жан-жақты салыстырмалы талдау
жүргiзу. БЖСМ талдауы келесi аспектiлерде жүзеге асырылды: құрылымы, деңгейлерi мен
сипаттамалары (сипаттамалары бойынша) және олардың семантикалық мазмұны, сонымен
қатар мүмкiндiктердi анықтау және қолдану мүмкiндiгi.
Негiзгi сипаттамаларды және негiзгi БЖСМ сипаттамаларын салыстырмалы талдау
нәтижесiнде бағдарламалық қамтамасыздандырудың сапалық сипаттамаларына ең
көп қолданылатын (негiзгi) сипаттамалар анықталды. Бағдарламалық жасақтаманың
белгiлi бiр түрлерiне қолдану үшiн бұл негiзгi жиынтықты нақты сипаттамаларды
және сипаттамаларды таңдау арқылы қолданбалы бағдарламаның тиiстi жағдайларына
бейiмдеуге болады, сонымен қатар басқа модельдерден қажеттi сапалық атрибуттарды
қосуға болады.
Түйiн сөздер: бағдарламалық құрал, сапа, сапа сипаттамалары, сапа моделi,
салыстармалық талдау.
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Аннотация. Хотя в настоящее время создано большое количество моделей качества
программного обеспечения (МКПО), однако не существует универсальной модели, которая
была бы применима для различных программных средств с наилучшими результатами. Для
анализа и оценки качества оценки конкретного ПС необходимо выбрать адекватную модель
качества, которая учитывала бы их особенности и требования к ним, а также наиболее точно
описывала бы показатели качества на различных стадиях жизненного цикла.
Каждая конкретная МКПО обычно характеризуется своим набором характеристик и
атрибутов качества, имеет свои достоинства и недостатки. Исходя из этих характеристик,
модели могут быть ориентированы на различные сферы применения.
Для того чтобы понять целесообразность использования той или иной МКПО, тех или
иных характеристик и атрибутов качества ПС, пригодных для конкретных проектов ПС,
необходимо провести комплексный анализ особенностей существующих МКПО.
Целью настоящей работы является проведение комплексного сравнительного анализа
характеристик и особенностей современных МКПО для оценки их возможностей и
применимости, возможности адаптации к особенностям и требованиям прикладной задачи.
Анализ МКПО проведен в следующих аспектах: структура, количество уровней и
характеристик (под характеристик) и их смысловое содержание, а также в плане
выявления возможностей и применимости. В результате сравнительного анализа основных
характеристик и под характеристик базовых МКПО выявлены наиболее применимый
(базовый) набор характеристик и под характеристик качества программных средств.
Для применения к конкретным типам программных средств этот базовый набор может
быть адаптирован к соответствующим условиям применения путем выбора актуальных
характеристик и под характеристик, а также возможного добавления необходимых атрибутов
качества из других моделей.
Ключевые слова: программное средство, качество, характеристики качества, модель
качества, сравнительный анализ.
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1 Introduction

The concept of software quality (SQ) is multidimensional and can be expressed adequately
only by some structured system of characteristics or attributes, called a quality model. For
almost half a century of the development of software engineering, dozens of different software
quality models (SQM) have been proposed [1-10]. Characteristics, sub-characteristics and
quality attributes of SQ, set in these models, became the basis for the formal description of
quality characteristics and their quality assessment in specific projects.

Users and developers have needs for quality models, allowing a formation of the qual-
ity indicators structure depending on the specifics and the scope of a particular software
product. The SQM may reflect, to varying degrees, the expectations of various categories of
participants in a program project: managers, developers, support personnel, users, and must
contain an ordered set of characteristics that ensure the consistency of their interests. In
order to understand the feasibility of using a particular quality model, certain characteristics
and quality characteristics of the SQ, it is necessary to conduct a comprehensive compara-
tive analysis of the characteristics and features of the existing SQM. In a number of papers
[11-15], similar studies were performed. However, the purposes of the SQM analysis in the
mentioned papers were different, it was carried out mainly at the level of characteristics, and
the sub-characteristics were not considered completely, or not studied at all. In some works,
the modern standard ISO 25010, which describes the new SQM, adopted in 2010, has not
been considered.

The purpose of this work is to conduct a comprehensive comparative analysis of the
characteristics and features of modern SQM to assess their capabilities and applicability.
The analysis is carried out in the following aspects: evolution, structure, characteristics (sub-
characteristics) and their semantic content, as well as general development trends.

The SQM has a hierarchical structure. Its elements are the sets of characteristics (sub-
characteristics, attributes) and the subordination relationships between them.

Figure 1 Structure of the PS quality model

2 Literature review

The most of present SQM are hierarchical models consisting of high-level indicators (charac-
teristics) that are detailed by lower-level indicators (sub-characteristics, attributes, metrics)
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until decomposition results in atomic and measurable quality elements. (Fig. 1). There are
subordination relations between all elements of the SQM.

The structure of the SQM should reflect and bind the interests of the user, i.e. outgoing
properties of the system, with internal properties that are understandable to developers.

Table 1 presents the results of the evolutionary analysis of the most well-known SQM with
an indication of its main parameters, such as the number of hierarchy levels, the number of
characteristics / sub-characteristics by levels / sublevels.

Table 1. – Key parameters of the most well-known SQM

No Name of the
SQM

Year of
publica-
tion

Number
of model
levels

Number of char-
acteristics / sub-
characteristics

Developer A source

1 McCall 1977 2 11/35 J. McCall and General
Electrics

[1]

2 Boehm 1978 3 3/8/18 B.W. Boehm [2]
3 FURPS/

FURPS+
1987/2000 2 5/25 R.B. Grady and Hewlett

Packard
[3]

4 Ghezzi 1991 1 8 Carlo Ghezzi [4]
5 ISO 9126 1991 2 6/21 + 4 (for

quality in use)
ISO [5]

6 IEEE 1993 2 6/19 IEEE (Institute of Electrical
and Electronics Engineers)

[6]

7 Dromey 1995 2 4/13 G.R. Dromey [7]
8 SATC NASA 1996 2 6/21 SATC (Software Assurance

Technology Center NASA)
[8]

9 ISO/IEC
9126-1

2001 2 6/27 + 4 (for
quality in use)

ISO/IEC [9]

10 ISO/IEC
25010

2010 2 8/31 + 5/11(for
quality in use)

ISO/IEC [10]

An analysis of SQM-related studies [11-15] shows that the most significant SQM are:
McCall, Boehm, FURPS, Dromy, IEEE, SATC, ISO / IEC 9126, ISO / IEC 25010.

Practically, all considered SQM are based on the formation of a hierarchical structure of
quality characteristics. The differences lie in the proposed number of levels of hierarchy, as
well as in the characteristics themselves of the upper level of the hierarchy, many of which
still coincide. The expediency of the hierarchical structure of the SQM is explained, firstly, by
the fact that the multi-level structure of quality indicators makes it possible the systematical
description of the requirements for the software, allowing stakeholders to set the properties
(characteristics) of the software product that they want to see.

In terms of the development trend of the MQST the following can be noted:

– the range of quality characteristics is expanding;

– the number of hierarchical levels of the model is at least two;

– the structure of the characteristics of quality models is complicated due to their greater
detailing at the level of sub-characteristics.

The existing SQMs can be divided into the following categories:

– fundamental or basic models that are the result of the work of authors ’teams of interna-
tional authoritative organizations; respectively, this group includes the quality models
IEEE, SATC, ISO 9126, ISO 9126-1 and ISO 25010;
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– corporate quality models of PS, which were, as a rule, developed in the interests of
certain developers or consumers, and are significantly inferior in terms of the nomen-
clature of characteristics and their relations to the basic software quality models. The
following quality models can be attributed to this group of models: McCall, Boehme,
Ghezzi, FURPS, Dromer.

Analysis of the SQM, taking into account their evolutionary development, shows that
standardized basic quality models are being developed and improved in accordance with
the modern achievements of the theory and practice of software engineering, the growing
demand for high-quality software products in various fields. They also take into account the
main advantages of corporate SQM. In this regard, in the future it seems appropriate to
consider only the basic models: ISO 25010, ISO 9126-1, IEEE and SATC.

3 Material and methods

3.1 Main parameters of the SQM

In order to identify the most applicable characteristics and sub-characteristics of the PS in
the above standardized INCD, their comparative analysis was carried out. The results of this
analysis are presented in Table 2.

Table 2. – Comparison of the main characteristics and sub-characteristics of the basic
SQM

No PS Quality Models
PS Quality Characteristics ISO 25010

model
ISO 9126-1
model

IEEE mod-
el

SATC
model

А. PS Quality Characteristics
1. Functional suitability + + + ±
2. Performance efficiency + ± ± +
3. Compatibility + ± + ±
4. Usability + + + +
5. Reliability + + + −
6. Security + + + ±
7. Maintainability + + + +
8. Portability + + + ±
9. Efficiency + + + ±
10. Functionality + + + ±
11. Supportability ± ± + +
12. Requirements Quality − − − +
13. Product (Code) Quality) ± ± ± +
14. Design Quality − − − +
15. Implementation Efficiency ± ± ± +
16. Testing Efficiency ± ± ± +
17. Installation & Checkout Quality ± ± ± +
18. Operation & Maintenance Quality ± ± ± +
19. Retirement Quality − − − +

В. Sub-characteristics of PS quality
1. Functional completeness + + + +
2. Functional correctness + + + ±
3. Functional appropriateness + + ± ±
4. Time behaviour + + + ±
5. Resource utilization + + + +
6. Capacity + ± ± ±
7. Co-existence + + + ±
8. Interoperability + + + ±
9. Recognizability + − − ±
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10. Learnability + + + +
11. Operability + + + ±
12. User error protection + − − −
13. User interface aesthetics + − − +
14. Accessibility + − − −
15. Maturity + + − −
16. Fault tolerance + + + −
17. Availability + − + −
18. Recoverability + + − −
19. Confidentiality + − − −
20. Integrity + − − +
21. Non-repudiation) + − − −
22. Accountability + − − −
23. Authenticity + − − −
24. Modularity + − − +
25. Reusability + − + +
26. Analysisability + + − −
27. Modifiability + + + ±
28. Testability + + + +
29. Adaptivity + + + ±
30. Installability + + + +
31. Replaceability + + ± +
32. Accuracy + + + +
33. Compliance − + − ±
34. Understandability ± + + +
35. Volatility − − − +
36. Attractiveness + + − −
37. Stability − + − −
38. Fault-proof − − + −
39. Expandability ± ± + +
40. Ambiguity − − − +
41. Traceability − − − +
42. Complexity − − − +
43. Sizing − − − +

Notes: the sign "+" means applicability and full equivalence of the relevant characteristics
(sub-characteristics) in the considered PS quality models, the sign "−" means the absence
(inapplicability) of the specified characteristics (sub-characteristics) in the considered quality
models, the sign "±"means applicability, but incomplete equivalence of the relevant charac-
teristics (sub-characteristics) in the considered PS quality models.

4 Results and discussions

4.1 Comparative analysis of the characteristics of basic SQM

The results of a comparative analysis of the main characteristics and sub-characteristics of
basic SQMs revealed the following.

a) In all four analyzed software quality base models, the following quality characteristics
are used:

– Functional suitability;

– Reliability;

– Usability;
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– Security;

– Maintainability;

– Portability;

– Efficiency.

b) Also, in fact, in one form or another, the following quality sub-characteristics are used
in all four analyzed basic software quality models:

– Functional completeness;

– Functional correctness;

– Functional appropriateness;

– Time behavior;

– Co-existence;

– Interoperability;

– Learnability;

– Operability;

– Reusability;

– Modifiability;

– Testability;

– Installability;

– Accuracy;

– Understandability.

c) The following quality characteristics and sub-characteristics are applied only in one of
the four analyzed basic software quality models:

– Requirements Quality;

– Product (Code) Quality;

– Design Quality;

– Implementation Effectivity;

– Testing Effectivity;

– Installation & Checkout Quality;
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– Operation & Maintenance Quality;

– Retirement Quality.

– Compliance;

– Requirements volatility;

– Stability;

– Faultlessness;

– Ambiguity;

– Traceability;

– Complexity;

– Sizing;

– Independence from software platform;

– Independence from hardware platform.

Based on the results of a comparative analysis of the characteristics of various SQM s,
it can be noted that the ISO / IEC 25010 model, which is the most modern, perfect and
universal, can be adopted as the basic model. In this case, consideration of the rest of the
SQM may be useful in the aspect of identifying relevant characteristics applicable to certain
types of software. To apply to specific types of software, the basic model must be adapted to
the relevant conditions of use by selecting relevant characteristics and sub-characteristics, as
well as the possible addition of the necessary quality attributes from other SQMs.

5 Conclusion

Summarizing the results of comparing existing models of PS quality, it can be noted that
the problem of describing and evaluating SQ quality remains completely unresolved due to
the large variety of PS and the narrow specificity of their individual classes. A comparative
analysis of the existing SQM revealed a number of their shortcomings, the main of which can
be formulated as follows:

– lack of terminological consistency, which leads to ambiguity in the interpretation of
similar terms and the use of different terms to describe equivalent concepts;

– existing models are either abstract, widely applicable, or detailed and narrowly appli-
cable, i.e. the level of detail is inversely proportional to the level of applicability;

– the lack of methods to substantiate the process of building a quality model, often quality
models were built subjectively, by intuition;
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– low degree of formalization, lack of a rigorous mathematical basis for the description
of the formal properties of models and methods for their construction and methods of
adaptation;

– the absence of mechanisms for establishing a causal link between the quality of a soft-
ware product and the principles, methods and technologies of their design;

– lack of a clear and effective system for measuring the quality of a software product.

Practice shows that it is impractical and impossible to develop a universal SQM, which
establishes a unified system of quality characteristics, which is unchanged in time and re-
gardless of the scope and object of the application. Users and developers feel the need for
the development of an SQM applicable to describe and assess the quality of a particular SQ,
taking into account its purpose, specifics and conditions of use. However, standardized SQM
is not always fully suitable for assessing the quality of specific SQ. For a specific SQ being
developed, it is necessary, based on its functional purpose, features, and degree of importance
of individual requirements, to form an adapted quality model based on the basic standardized
SQM.

To obtain a comprehensive assessment of the quality of critical software (for example,
space-based software - SBS) it is advisable to use different software at the same time. More-
over, to assess the quality of each particular software product, an individual system of char-
acteristics, sub characteristics, attributes, as well as metrics for measuring them should be
formed.

The expediency of constructing a basic quality model for SBS on the basis of the standard
ISO / IEC 25010 model is shown. However, for application to specific types of SBS, it must be
adapted taking into account the features, requirements, application conditions by selecting the
relevant characteristics and sub-characteristics, as well as the possible addition of additional
attributes quality.
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ИССЛЕДОВАНИЕ И РАЗРАБОТКА МОДЕЛИ ЗАЩИТЫ БАЗЫ
ДАННЫХ ИНФОРМАЦИОННОЙ СИСТЕМЫ

Аннотация. В статье описаны методы защиты базы данных и информации, хранящейся
в ней. Проведен анализ кибератак на информационные системы. Рассмотрены некоторые
компании, которые предоставляют услуги по защите информации хранящейся в
базах данных, а также структурированных и неструктурированных данных. Описана
разработанная модель защиты базы данных, которая отображает последовательность
метод шифрования и дешифрования. Разработан алгоритм методов шифрования /
дешифрования информации, который основан на использовании криптографического
метода шифрования Base64. Описан фиксированный префикс. Представлен результат
перекодировки Base64 для каждого ASCII-читаемого символа и цифры. Кратко описана
инфляция префикса. Осуществлена программная реализации описанного алгоритма,
разработанная под операционную систему Windows в среде разработки Embarcadero RAD
Studio на языке программирования Deplhi с применением интеграции с другими языками
программирования и подключенных системных библиотек. Дано подробное описание
инструкции пользователя рассматриваемого алгоритма. Проведен анализ программной
реализации предложенного алгоритма.
Ключевые слова: защита базы данных, защита информации, безопасность данных, модель
защиты, приложение, база данных, шифрование, дешифрование.
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Дерекқор қорғанысы ақпараттық жүйесiн зерттеу және моделiн құру

Аңдатпа. Мақалада деректер базасын және ақпарат қорғаудың тәсiлдерi сипатталған.
Ақпараттық жүйелердегi кибершабуылдарға талдау. Деректер базасында сақталатын
ақпаратты, сондайақ құрылымдалған және қҰрылымданбаған деректердi қорғау
қызметтерiн ұсынатын кейбiр компаниялар қарастырылады. Дерекқорды қорғаудың
дамыған моделi сипатталған, онда шифрлау және дешифрлау әдiсiнiң реттiлiгi көрсетiлген.
Base64 криптографиялық шифрлау әдiсiн қолдануға негiзделген ақпаратты шифрлау /
дешифрлау әдiстерiнiң алгоритмi жасалды. Бекiтiлген префикс сипатталған. Әр ASCII
оқылатын таңба мен сан үшiн Base64 кодтау нәтижесi ұсынылған. Қысқа сипатталған
инфляция префиксi. Deplhi бағдарламалау тiлiнде Embarcadero RAD Studio дамыту
ортасында Windows басқа операциялық жүйелерi үшiн әзiрленген, басқа бағдарламалау
тiлдерiмен және жүйелiк кiтапханалармен интеграцияны қолдана отырып, сипатталған
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алгоритмнiң бағдарламалық қамтамасыздандыруы iске асырылған. Пайдаланушыға
алгоритм бойынша нұсқаулықтардың толық сипаттамасы келтiрiлген. Ұсынылған
алгоритмнiң бағдарламалық қамтамасыз етiлуiне талдау жасалған.
Түйiн сөздер:дерекқорды қорғау, ақпаратты қорғау, деректер қауiпсiздiгi, қорғау моделi,
қосымша, дерекқор, шифрлау, дешифрлау.
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Research and development of an information system database security model

Abstract. The article describes the methods of protecting the database and the information
stored in it. The analysis of cyberattacks on information systems is presented. Some companies
that provide services to protect information stored in databases, as well as structured and
unstructured data, are considered. The developed database protection model is described, which
displays the sequence of the encryption and decryption method. An algorithm of information
encryption / decryption methods has been developed, which is based on the use of Base64
cryptographic encryption method. A fixed prefix is described. The Base64 transcoding result
for each ASCII-readable character and digit is presented. Briefly described inflation prefix.
A software implementation of the described algorithm was implemented, developed for the
Windows operating system in the Embarcadero RAD Studio development environment in
the Deplhi programming language, using integration with other programming languages and
connected system libraries. A detailed description of the user instructions for the algorithm in ques-
tion is given. The analysis of the software implementation of the proposed algorithm is carried out.

Key words:protection of the database, information security, data security, protection model,
application, database, enciphering, decoding.

1 Введение

На современной стадии эволюции нашего общества некоторые традиционные ресурсы
человеческого развития понемногу утрачивают свое первоначальное предназначение.
На смену им приходит новые информационные ресурсы, единственные продукты не
убывающие, а растущие со временем. Информация стала в настоящее время одним
из основных ресурсов научно-технического и социально-экономического прогресса в
мировом сообществе [1]. Информация имеет определенную стоимость, следовательно,
сами факты получения данных злоумышленниками приносят им определенные
доходы, ослабив тем самым возможность конкурента к равному коммерческому
состязательству. Главной целью злоумышленников является получение сведений о
составе, состояниях и видах деятельности объектов, являющихся конфиденциальными
интересами в целях насыщения своей информационной потребности. Корыстные цели
злоумышленников или конкурентов могут заключаться и во внесении определенного
изменения в состав данных, которые циркулируют на объектах конфиденциального
интереса. Такие действия могут приводить к дезинформации в определенной сфере
деятельности с данными, и результатах решения некоторой задачи. Более опасным
является уничтожение накопленного информационного массива в документной или
компьютерной формах или программного продукта. В связи с этими фактами
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большое значение приобретают методы организации и создание эффективных систем
информационной безопасности [2]. Информационной безопасностью называется
комплекс мер по защите данных от неавторизованного доступа, разрушений,
модификаций, раскрытий или задержки при доступе. В информационную безопасность
включаются меры по защите процесса создания информации, её ввода, обработки
и вывода. Цель информационной безопасности состоит в том, чтобы обезопасить
ценность систем, защищать и гарантировать точность и целостность данных, а также
минимизировать последствия, которые могут возникнуть в том случае, когда данные
будут модифицированы или разрушены. В рамках информационной безопасности
требуется учет всех действий, в ходе которых информация создается, подвергается
модификации, когда к ней осуществляется доступ или она распространяется по сети
[3]. Целью исследования являются средства защиты баз данных для обеспечения
безопасности, целостности и конфиденциальности информации. Для решения
поставленной цели рассматривались задачи, направленные на исследования атак
и средств защиты баз данных. Построена и программно реализована модель защиты
баз данных.

2 Обзор литературы

База данных на сегодняшний день является незаменимым инструментом для хранения
и обработки информации. Любая компания, хранящая и обрабатывающая информацию
в базах данных (БД), может столкнуться с хищением конфиденциальных сведений. Для
проведения атак на информационные системы злоумышленники используют широкий
спектр «технологий» — DDoS атаки, получение несанкционированного доступа путем
компрометации учетных записей пользователей, вредоносное программное обеспечение
различных типов, взлом службы доменных имен и приложений. Значительную долю
успешных внешних атак на информационные системы были проведены при помощи
SQL-инъекций [4]. Проведен анализ кибератак за 2018-2019 год результаты которого
приведены на рисунке 1. По ОСИ - Х указано количество атак, а по ОСИ - Y - месяца
2018-2019 года. Как видно из приведенных данных, эта проблема актуальна для всего
мира. Киберпреступность усиливается с каждым годом, в связи, с чем возникает
необходимость в применение средств защиты. Рассмотрим некоторые компании,
которые предоставляют услуги по защите информации хранящиеся в БД. - IBM Securi-
tyGuardium: она предотвращает утечки информации из баз данных, хранилищ данных
и сред больших данных, таких как Hadoop, обеспечивает целостность информации
и автоматизирует контроль соответствия в гетерогенных средах. Решение защищает
структурированные и неструктурированные данные в базах данных, средах больших
данных и файловых системах от угроз и обеспечивает соответствие требованиям.
Также предоставляет масштабируемую платформу, которая обеспечивает непрерывный
мониторинг структурированного и неструктурированного трафика данных, а также
применение политик для доступа к конфиденциальным данным в масштабах всего
предприятия [5].
- Компания Imperva: это мировой лидер в области разработки и производства
продуктов для защиты web-приложений и систем управления базами данных (CУБД).



98 О.Усатова и др.

Рисунок 1: Кибератаки за 2018-2019 год

Полноценные решения позволяют производить разносторонний мониторинг и контроль
над использованием всех данных и бизнес транзакций внутри дата-центра, от
хранилища в базе данных или файлового сервера до использования [6].
- Imperva Database Security Secure Sphere: организации защиты важной информации
в базах данных. Продукт обеспечивает комплексную прозрачность использования
данных, прав доступа и уязвимостей. SecureSphere также предлагает уникальные
возможности по оптимизации разворачивания решений для защиты баз данных за счет
использования комбинаций удаленных сканирований и оценок, мониторинга и анализа
сетевой активности с помощью программных агентов [7].
- McAfee DataCenter Security Suite for Databases: предоставляет возможность получать
полную информацию об общем состоянии и уровне защищенности баз данных. Это
программное решение для защиты баз данных не требует ни внесения изменений в
архитектуру, ни установки дорогостоящего оборудования. В режиме реального времени
решение обнаруживает и блокирует попытки атак и вторжений без необходимости
отключать базы данных и тестировать приложения [8].
- McAfee Vulnerability Manager for Databases: автоматическое обнаружение базы данных,
имеющиеся в вашей сети, определение установокновейших пакетов исправлений, и
проводящие проверку на наличие распространенных уязвимостей [9].
- Trustwave AppDetectivePRO: сканер баз данных и хранилищ BigData, позволяющий
мгновенно выявлять ошибки в конфигурации, проблемы идентификации и
контроля доступа, недостающие патчи и опасные комбинации настроек, способные
привести к атакам типа «повышение привилегий» или DoS-атакам, утечкам и
несанкционированному изменению данных. Благодаря простой установке и интуитивно
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понятному интерфейсу AppDetectivePRO не требует от пользователя экспертных
знаний в области баз данных. Всего за несколько минут вы сможете мгновенно
проанализировать состояние безопасности, получить оценку рисков и составить отчет
о соответствии требованиям для любых БД и хранилищ BigData – как локальных, так
и облачных. AppDetectivePRO является прекрасным дополнением к другим сканерам
сетей и приложений [10].
- DbProtect: платформа для обеспечения безопасности данных, позволяющая
мгновенно выявлять ошибки в конфигурации, проблемы идентификации и контроля
доступа, недостающие патчи и опасные комбинации настроек, способные привести к
атакам типа «повышение привилегий» или «отказ в обслуживании» (DoS-атакам),
утечкам и несанкционированному изменению данных. За счет использования
многопользовательской ролевой модели доступа и распределенной архитектуры с
инструментами аналитики и отчетности корпоративного класса DbProtect защищает
все реляционные СУБД и хранилища BigData в инфраструктуре компании, развернутые
как локально, так и в облаке [11].
- FUDO SECURITY – ведущая польская компания, поставщик инновационных
решений в области ИТ- безопасности. Компания специализируется на управлении
привилегированным доступом, аутентификации и авторизации пользователей, а так же
проверке зашифрованного SSL/TLS трафика [12].
- FUDO PAM – эффективное управление и контроль привилегированных пользователей.
FUDO PAM – передовое решение, доступное в виде физического или виртуального
устройства. Запись сессии, проактивный мониторинг на основе искусственного
интеллекта, современное хранилище паролей и бизнес-аналитика – все это в одном
устройстве, которое устанавливается за пару часов.
Все перечисленные компании предоставляют недешёвые услуги в связи, с чем ни каждая
компания может себе позволить их приобрести. Для решения проблем связанных с
безопасностью данных компании, обычно находят более выгодный и удобный вариант
решения проблемы. Один из некоторых расмотрен в данной статье.

3 Материал и методы

Разработана модель защиты информации, хранящейся в БД. Модель отображает работу
системы приложения, основанную на криптографических алгоритмах для работы с
входными данными в виде файлов и потоков, хранящихся в БД. Система шифрования,
обеспечивающая возможность визуализации основных процедур и проведения проверки
эффективности алгоритма шифрования. Производится загрузка файла, где можно
произвести выбор метода шифрования или дешифрования, следующим этапом
является сохранение документа в базе данных. При работе с БД производится
выбор–подключение–отображение–шифрование–сохранение и запись в БД (рисунок 2).
Для предложенной модели защиты разработан алгоритм (рисунок 3).
На данной схеме представлен алгоритм описанной системы защиты информации
хранящейся в базе данных.
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Рисунок 2: Схема работы модели защиты информации

Рисунок 3: Схема работы алгоритма
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4 Результаты и обсуждения

Программный модуль системы, обеспечивает возможность визуализации основных
процедур и проведение алгоритмов проверки эффективности шифрования. Алгоритм
основан на использовании криптографического метода шифрования Base64. Base64 -
это механизм кодирования, используемый для представления и потоковой передачи
двоичных данных через носители, ограниченные только печатными символами [13].
Основная идея технологии кодирования Base64 состоит в том, чтобы взять три
символа, каждый из которых представлен в 8 битах, и превратить их в четыре символа,
каждый из которых представлен в 6 битах. Получаем три символа в ASCII. Каждый
символ отображается в 8-битное число от 0 до 255 на основе таблицы ASCII. Берем
представление трех символов в 8 битах и соединяем их вместе, чтобы получить 24 бит.
Затем разбиваем 24 бита на четыре части по 6 бит в каждой части и переводим каждую
часть, используя таблицу Base64. Каждые 6 битов имеют 64 варианта символов,
доступны следующие символы: цифры, строчные и прописные буквы, а также символы
«+» и «/». В целом, кодировка Base64 разбивает входной текст на части по три символа
и кодирует эти три символа, как описано выше. В конце процесса можно столкнуться с
проблемой, когда не хватает одного или двух символов для завершения последнего трио.
Чтобы решить эту проблему, кодирование добавляет один или два символа «0» в конце,
чтобы создать последнюю 3-байтовую группу. Затем кодировка Base64 преобразует
последние символы в ’=’. Поэтому иногда видим кодированный в Base64 текст, который
заканчивается одним или двумя символами ’=’. Фиксированный префикс. Независимо
от того, какая строка закодирована, после многократного кодирования в Base64 всегда
получаем один и тот же фиксированный префикс, который начинается с: «Vm0wd».
Причиной этого явления является то, как работает кодировка, как буква «V» ведет
себя при кодировании. Кодируем букву «V» с помощью Base64. В ASCII буква «V»
равна 86, что в 8-битном представлении переводится в: 01010110. После кодирования
и игнорирования заполнения, поскольку нужен только префикс, берем только первые
6 бит представления, что означает 010101. В базе 64 это 21, что на удивление также
является «V». Это означает, что каждый раз, когда пытаемся кодировать все, что
начинается с буквы «V», получим закодированную строку, которая также начинается
с «V». Это бесконечный цикл. Результат перекодировки Base64 для каждого ASCII-
читаемого символа и цифры представлен на графике (рисунок 4). Каждый цвет
представляет расстояние кодирования до «V»: синий - четыре итерации кодирования;
зеленый - три итерации кодирования; желтый - две итерации кодирования; оранжевый
- одна итерация кодирования.
Инфляция префикса. После кодирования первых трех букв фиксированного префикса
остается остаток в 6 битов. Эти 6 бит будут определять следующую букву префикса.
Фактически, для каждых трех букв, добавляемых к фиксированному префиксу,
после кодирования остаются дополнительные 6 битов, которые будут определять
дополнительный символ префикса. Это означает, что фиксированный префикс будет
увеличиваться в каждой дополнительной кодировке на количество букв в префиксе,
деленное на три. Например, если в фиксированном префиксе девять символов, то после
другой кодировки в фиксированном префиксе будет двенадцать символов [14].
Криптографический метод позволит реализовать описанный алгоритм и будет
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Рисунок 4: График результата перекодировки

использован в программной реализации . Программный продукт реализован под
операционную систему Windows в среде разработки Embarcadero RAD Studio. Для
работы с БД на сервере необходимо подключение к локальному серверу Firebird3.
После загрузки приложения, откроется главное меню приложения, содержащее:
-в верхней части главного окна расположена кнопка «Выбор файла» для
шифрования/дешифрования;
-в нижней частирасположено меню работы с БД.
Главное окно приложения представлено на (рисунок 5).

Рисунок 5: Главное окно приложения

Этапы работы приложения: При нажатии на кнопку «Выбор файла» открывается
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стандартное диалоговое окнодля выбора шифруемого/дешифруемого файла.
При нажатии на кнопку «Зашифровать» выбранный файл шифруется и сохраняется в
той же директории с расширением *.crypt (рисунок 6).

Рисунок 6: Шифрование файла

При нажатии на кнопку «Дешифровать» выбранный файл дешифруется и открывается
диалоговое окно для сохранения этого файла. При нажатии на кнопку «Подключиться»
появляется диалоговое окно для выбора БД. При нажатии на кнопку «Статус БД»
выводится вся информация о БД, включая дату создания, размер, кол-во символов,
статус зашифрована - дешифрована и т.д (рисунок 7).

Рисунок 7: Статус базы данных

При нажатии на кнопку «Зашифровать» в выбранной БД информация
зашифровывается. При повторном подключении к этой БД информация в ней не
будет отображена без дешифровки,и появится окно содержащее ошибку (рисунок 8).
При нажатии на кнопку «Дешифровать» выбранная БД дешифруется и закрывается
в программе. Для отображения информации требуется повторное подключение
к БД. Программный продукт предназначен для зашифровывания информации и
дальнейшей передачи ее по сети в закрытом виде и расшифровывании при получении
ее адресатом. Особенностисоздания программы, повлиявшие на выбор языка и
среды программирования.Данное приложение ориентировано в первую очередь
на коммерческое использование организациями, заинтересованными в обеспечении
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Рисунок 8: Шифрование базы данных

защиты информации. Это в свою очередь, предъявляет определенные требования к
интерфейсу программы. Программа должна быть проста и удобна для использования.
Исходя из всего вышесказанного, мы получаем вполне конкретные требования, как к
языку программирования, так и к среде программирования. Всем этим требованиям
удовлетворяет среда программирования Embarcadero RAD Studio используемые в
ней языки программирования Deplhi и С++. Программный комплекс состоит из
приложения и библиотек, необходимых для его работоспособности. Пограмма scram-
bler.exe является основным и единственным приложение с объемом 19,2М байт.
- Main.dcu 23 кб Файл с бинарным представлением основного модуля;
- CryptUnit.dcu 3кб Файл с бинарным представлением модуля Шифрования.

5 Заключение

В настоящий момент информационные ресурсы становятся одними из наиболее
мощных инструментов экономического развития. Обладание информацией необходимых
видов и качеств в нужный момент времени и в нужном месте становится залогом
успеха в различных видах хозяйственно-экономической деятельности. Монопольное
обладание определенными типами информацией оказывается часто одним из решающих
преимуществ в конкурентной борьбе и может предопределить, таким образом, высокую
цену информационных приложений. Широкое внедрение персонального компьютера
выводит уровень информатизации хозяйственной жизни на качественно новые ступени.
В наше время достаточно трудно обнаружить организации или предприятия (даже
самые малые), которые не обладали бы современными средствами обрабатывания и
передачи данных. На различных носителях данных физические и юридические лица
накапливают огромные объемы информации, которая представляет большую ценность
для их владельцев. Процесс создания индустрии обработки и хранения информации,
хотя и создавая объективные факторы для значительного увеличения эффективности
процессов деятельности человека, породил множество сложных и крупномасштабных
проблем. Одна из таких проблем – это обеспечение надежного сохранения и
установления статуса применения информации, которая циркулирует и обрабатывается
в распределенной информационной системе. Разработанный программный модуль
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позволяет обеспечить целостность и конфиденциальность хранимой информации.
Данный модуль - открытый по отношению к структурам, используемым при
шифровании и осуществлении операций перестановок.Данное приложение находится на
стадии тестирования.
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К СВЕДЕНИЮ АВТОРОВ

1. В журнал «Вестник КазНУ. Серия математика, механика, информатика» (в английской версии
«Journal of Mathematics, Mechanics and Computer Science Series») принимаются набранные
только в текстовом формате LATEX2ε на казахском, русском или английском языках, ранее не
опубликованные проблемные, обзорные, дискуссионные статьи в области естественных наук, где
освещаются результаты фундаментальных и прикладных исследований.

2. Материалы следует направлять по адресу: 050040 Алматы, ул. аль-Фараби, 71, корпус 13, Научно-
исследовательский институт механики и математики КазНУ им. аль-Фараби, каб. 125, тел. 377-
32-23. Электронная почта: Lazat.dairbayeva@gmail.com (ответственный секретарь редколлегии,
Даирбаева Л.М.)

3. Статья должна сопровождаться письмом от учреждения, в котором выполнена данная работа,
где указываются сведения об авторах: Ф.И.О. полностью, место их работы (название вуза, центра
без сокращений), рабочий или моб. телефон, е-mail, домашний адрес и контактный телефон.

4. В редакцию необходимо представить электронную версию статьи: tex-файлы работы и файлы
рисунков на одном диске. Для файлов рисунков рекомендуется использовать средства основного
пакета LATEX2ε или формат eps [см. п.7]. В редакцию также представляется оттиск работы в двух
экземплярах.

5. Объем статьи, включая список литературы, таблицы и рисунки с подрисуночными надписями,
аннотации, не должен превышать 17 страниц печатного текста. Минимальный объем статьи - 7
страниц.
Структура статьи.

Первая страница:
1) Первая строка - номер MРНТИ (IRSTI) (можно взять здесь: http://grnti.ru/), выравнивание
- по левому краю, шрифт - полужирный.

2) Название статьи (Заголовок) должно отражать суть и содержание статьи и привлекать
внимание читателя. Название должно быть кратким, информативным и не содержать
жаргонизмов или аббревиатур. Оптимальная длина заголовка - 5-7 слов (в некоторых
случаях 10-12 слов). Название статьи должно быть представлено на русском, казахском
и английском языках. Название статьи представляется полужирным шрифтом строчными
буквами, выравнивание - по центру.

3) Автор(ы) статьи - Инициалы и фамилия, место работы (аффилиация), город, страна, email
- на русском, казахском и английском языках. Сведения об авторах представляются обычным
шрифтом строчными буквами, выравнивание - по центру.

4) Аннотация объемом 150-500 слов на русском, казахском и английском языках. Структура
аннотации включает в себя следующие ОБЯЗАТЕЛЬНЫЕ пункты: "Вступительное слово о
теме исследования. "Цель, основные направления и идеи научного исследования. "Краткое
описание научной и практической значимости работы. "Краткое описание методологии
исследования. "Основные результаты и анализ, выводы исследовательской работы. "Ценность
проведенного исследования (внесенный вклад данной работы в соответствующую область
знаний). "Практическое значение итогов работы.

5) Ключевые слова/словосочетания - количеством 3-5 на русском, казахском и английском
языках.

Последующая страница (новая):
Стандартные разделы статьи: Введение, Обзор литературы, Материал и методы,
Результаты и обсуждение, Заключение, Благодарности (если имеются) , Список
литературы (названия разделов не менять)

6) Введение. Ведение состоит из следующих основных элементов: "Обоснование выбора
темы; актуальность темы или проблемы. В обосновании выбора темы на основе описания
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опыта предшественников сообщается о наличии проблемной ситуации (отсутствие каких-
либо исследований, появление нового объекта и т.д.). Актуальность темы определяется
общим интересом к изученности данного объекта, но отсутствием исчерпывающих ответов на
имеющиеся вопросы, она доказывается теоретической или практической значимостью темы.
"Определение объекта, предмета, целей, задач, методов, подходов, гипотезы и значения вашей
работы. Цель исследования связана с доказательством тезиса, то есть представлением предмета
исследования в избранном автором аспекте.

7) Обзор литературы. В разделе обзор литературы должны быть охвачены фундаментальные
и новые труды по исследуемой тематике зарубежных авторов на английском языке (не менее
15 трудов), анализ данных трудов с точки зрения их научного вклада, а также пробелы в
исследовании, которые Вы дополняете в своей статье. НЕДОПУСТИМО наличие множества
ссылок, не имеющих отношения к работе, или неуместные суждения о ваших собственных
достижениях, ссылки на Ваши предыдущие работы.

8) Материал и методы. Раздел должен состоять из описания материалов и хода работы,
а также полного описания использованных методов. Характеристика или описание материала
исследования включает его представление в качественном и количественном отношении.
Характеристика материала - один из факторов, определяющий достоверность выводов и методов
исследования. В этом разделе описывается, как проблема была изучена: подробная информация
без повторения ранее опубликованных установленных процедур; используется идентификация
оборудования (программного обеспечения) и описание материалов, с обязательным внесением
новизны при использовании материалов и методов. Научная методология должна включать в
себя: - исследовательский вопрос(-ы); - выдвигаемую гипотезу (тезис); - этапы исследования; -
методы исследования; - результаты исследования.

9) Результаты и обсуждение. В этом разделе приводятся анализ и обсуждение полученных
вами результатов исследования. Приводятся выводы по полученным в ходе исследования
результатам, раскрывается основная суть. И это один из самых важных разделов статьи. В
нем необходимо провести анализ результатов своей работы и обсуждение соответствующих
результатов в сравнении с предыдущими работами, анализами и выводами.

10) Заключение. Обобщение и подведение итогов работы на данном этапе; подтверждение
истинности выдвигаемого утверждения, высказанного автором, и заключение автора об
изменении научного знания с учетом полученных результатов. Выводы не должны быть
абстрактными, они должны быть использованы для обобщения результатов исследования в
той или иной научной области, с описанием предложений или возможностей дальнейшей
работы. Структура заключения должна содержать следующие вопросы: Каковы цели и
методы исследования? Какие результаты получены? Каковы выводы? Каковы перспективы и
возможности внедрения, применения разработки?

11) Благодарности (если имеются). Например: Работа выполнена при поддержке грантового
финансирования научно-технических программ и проектов Министерством науки и образования
Республики Казахстан (грант «Наименование темы гранта», 2018-2020 годы).

12) Список литературы/References. (оба списка, если статья на русском или казахском.
Если статья на английском, то только один список по стилю Чикаго). Список используемой
литературы, или Библиографический список состоит из не менее 30 наименований литературы,
и из них 50% на английском языке. В случае наличия в списке литературы работ, представленных
на кириллице, необходимо представить список литературы в двух вариантах: первый - в
оригинале, второй - романизированным алфавитом (транслитерация). Романизированный список
литературы должен выглядеть в следующем виде: автор(-ы) (транслитерация) –> название
статьи в транслитерированном варианте [перевод названия статьи на английский язык в
квадратных скобках], название русскоязычного источника (транслитерация, либо английское
название - если есть), выходные данные с обозначениями на английском языке (год в круглых
скобках) –> страницы. Например: Gokhberg L., Kuznetsova T. Strategiya-2020: novye kontury rossi-
iskoi innovatsionnoi politiki [Strategy 2020: New Outlines of Innovation Policy]. Foresight-Russia,
vol. 5, no 4 (2011): 8-30. Список литературы представляется по мере цитирования, и ТОЛЬКО
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те работы, которые цитируются в тексте. Ссылки на литературу оформляются в квадратных
скобках с указанием номера литературы. Стиль оформления "Список литературы"на русском
и казахском языке согласно ГОСТ 7.1-2003 "Библиографическая запись. Библиографическое
описание. Общие требования и правила составления"(требование к изданиям, входящих в
перечень ККСОН). Стиль оформления "References"романизированного списка литературы (см.
выше), а также источников на английском (другом иностранном) языке для естественнонаучных
и технических направлений согласно Chicago Style (www.chicagomanualofstyle.org).

В данном разделе необходимо учесть:
а) Цитируются основные научные публикации, передовые методы исследования, которые
применяются в данной области науки и на которых основана работа автора.
б) Избегайте чрезмерных самоцитирований.
в) Избегайте чрезмерных ссылок на публикации авторов СНГ/СССР, используйте мировой опыт.
г) Библиографический список должен содержать фундаментальные и наиболее актуальные
труды, опубликованные известными зарубежными авторами и исследователями по теме статьи.

6. Журнал придерживается единого стиля и поэтому предъявляет ряд общих требований к
оформлению работ. Исходный (неоттранслированный) tex-файл должен целиком помещаться в
горизонтальных рамках экрана за возможным исключением матриц и таблиц и транслироваться
без протестов LATEX2ε и сообщений о кратных и неопределенных метках, больших переполненных
и незаполненных боксах. Не следует определять много новых команд, изобретая собственный
сленг. Авторы могут подгружать другие стандартные стилевые пакеты, но только те, которые не
входят в противоречие с пакетами amsmath и amssymb. Естественно файл, кроме всего прочего,
должен быть проверен на отсутствие грамматических и стилистических ошибок. Статьи, не
удовлетворяющие этим требованиям, возвращаются на доработку.

Эталонный образец работы с демонстрацией графики, с преамбулой устраивающей редакцию,
списки типичных ошибок оформления и методы их устранения можно получить в редакции или
на сайте КазНУ им. аль-Фараби http://journal.kaznu.kz.

7. Графические файлы с рисунками должны быть только качественными черно-белыми в формате
.eps , либо выполненными в латеховском формате. Рисунки в этих форматах делаются, например,
с помощью мощных математических пакетов Maple, Mathematica или с помощью пакета Latex-
cad. Качественные графические файлы сделанные другими графическими программами должны
быть сконвертированы в формат .eps c помощью Adobe Photoshop или конвертера Conver-
sion Artist. Все рисунки должны быть уже импортированными в tex-файл и представляются
в редакцию вместе с основным файлом статьи. Графические форматы,отличные от выше
указанных, отвергаются.

Редакция вправе отказаться от включения в работу рисунка, если автор не в состоянии
обеспечить его надлежащее качество.

Уважаемые читатели, вы можете подписаться на наш журнал "Вестник КазНУ. Серия математика,
механика, информатика”, который включен в каталог АО "Казпочта""ГАЗЕТЫ И ЖУРНАЛЫ".
Количество номеров в год – 4. Индекс для индивидуальных подписчиков, предприятии и организаций –
75872, подписная цена за год – 1200 тенге; индекс льготной подписки для студентов – 25872, подписная
цена за год для студентов – 600 тенге.
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