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Раздел 1

Математика

Section 1

Mathematics

УДК 517.968.72

Существование решения задачи управляемости для линейных
интегро-дифференциальных уравнений с ограничениями

Айсагалиев С.А. – д.т.н., профессор, Казахский национальный университет имени
аль-Фараби, г. Алматы, Республика Казахстан, +77272211573,

E-mail: Serikbai.Aisagaliev@kaznu.kz
Айсагалиева С.С. – к.ф.-м.н., доцент, главный научный сотрудник,

Научно-исследовательский институт математики и механики Казахского
национального университета имени аль-Фараби, г. Алматы,

Республика Казахстан, +77273773223, E-mail: a_sofiya@mail.ru

Рассматривается управляемый процесс, описываемый линейным интегро-
дифференциальным уравнением с краевыми условиями при наличии фазовых и инте-
гральных ограничений с учетом ограниченности ресурсов управления. Исследование
управляемости интегро-дифференциальных уравнений является новым направлением в
теории интегро-дифференциальных уравнений. Проблема управляемости, возникшая от
потребности решения актуальных задач в области естественных наук, медицине, экономике,
технических наук, ставит более сложные задачи для интегро-дифференциальных уравнений.
В предыдущих работах автора исследованы проблемы управляемости процессов описывае-
мых обыкновенными дифференциальными уравнениями с краевыми условиями при наличии
фазовых и интегральных ограничений с учетом ограниченности ресурсов управления. В дан-
ной работе делается попытка распространить эти результаты на интегро-дифференциальные
уравнения. Получены необходимые и достаточные условия управляемости процессов
для линейных интегро-дифференциальных уравнений путем неособого преобразования и
построения общего решения одного класса интегральных уравнений.
Ключевые слова: управляемость, интегро-дифференциальные уравнения, оптимальное
управление, минимизирующие последовательности.

Шектеулерi бар сызықты интегро-дифференциалдық теңдеулерi үшiн
басқарымдылық есебiнiң шешiмiнiң бар болуы

Айсағалиев С.Ә. – т. ғ. д., профессор, әл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университетi, Алматы,
Қазақстан Республикасы, +77272211573, E-mail: Serikbai.Aisagaliev@kaznu.kz

Айсағалиева С.С. - ф.-м. ғ. к., доцент, әл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университетi, Математика
және механика ғызыми-зерттеу институтының бас ғылыми кызметкерi, Алматы, Қазақстан

Республикасы, +77273773223, E-mail: a_sofiya@mail.ru

Фазалық және интегралдық, сондай-ақ, басқару мәнiне қойылған шектеулерi бар шекара-
лық шарттарында сызықты интегро-дифференциалдық теңдеумен сипатталатын басқары-
латын үдерiс қарастырылады. Интегро-дифференциалдық теңдеулердiң басқарымдылығын
зерттеу интегро-дифференциалдық теңдеулер теориясындағы жаңа бағыт болып табылады.
Жаратылыстану ғылымы, медицина, экономика, техникалық ғылымы аясындағы актуалды
есептердi шешудi қажетсiнуден туындаған басқарымдылық есебi интегро-дифференциалдық
теңдеулер үшiн неғұрлым күрделi есептердi қарастыруға мүмкiндiк бередi.
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Автордың алдыңғы жұмыстарында фазалық және интегралдық, сонымен қатар, басқару
мәнiне қойылған шектеулерi бар шекаралық шарттарында қарапайым дифференциалдық
теңдеулермен сипатталатын үдерiстiң басқарымдылық есебi зерттелiнген. Бұл жұмыста да
сол нәтижелердi интегро-дифференциалдық теңдеулерiне қолдану әрекет етiледi. Сызықты
интегро-дифференциалдық теңдеулер үшiн ерекше емес түрлендiру және бiр классты ин-
тегралдық теңдеулердiң жалпы шешiмiн құру жолымен үдерiстердiң басқарымдылығының
қажеттi және жеткiлiктi шарттары алынған.
Түйiн сөздер: басқарымдылық, интегро-дифференциалдық теңдеулер, тиiмдi басқару, ми-
нимумдаушы тiзбектер.

The existence of a solution of the controllability problem for linear
integral and differential equations with restrictions

Aisagaliev S.А. – Dr.Sci.(Tech.), Al-Farabi Kazakh National university, Almaty, Republic of Kazakhstan,
+77272211573, E-mail: Serikbai.Aisagaliev@kaznu.kz

Aisagalieva S.S. – Can. Sci.(Phys-Math.), Associate Professor, Chief Researcher, Research Institute of
Mathematics and Mechanics of the al-Farabi Kazakh National University, +77273773223, E-mail:

a_sofiya@mail.ru

A controlled process described by linear integral and differential equation with boundary
conditions in the presence of phase and integral constraints with the limited control resources
is considered. Research of controllability of integral and differential equations is a new direction
in the theory of integral and differential equations. The controllability problem that arose
from the need to solve urgent problems in the field of natural sciences, medicine, economics,
technical sciences sets more sophisticated problems for integral and differential equations. In the
previous works, the author studied the controllability problems of the processes described by
ordinary differential equations with boundary conditions in the presence of phase and integral
constraints with the limited control resources. In this paper an attempt is made to extend
these results to the integral and differential equations. The necessary and sufficient conditions
for the controllability processes for linear integral and differential equations by non-singular
transformation and construction of the general solution of a class of integral equations are obtained.

Key words: controllability, integral and differential equations, optimal control, minimizing
sequences.

1 Введение

Рассмотрим управляемый процесс, описываемый линейным интегро - дифференциаль-
ным уравнением следующего вида

ẋ = A(t)x+B(t)u(t) + C(t)

b∫
a

K(t, τ)v(τ)dτ+

+D(t)

t1∫
t0

Λ(t, λ)x(λ)dλ+ µ(t), t ∈ I = [t0, t1],

(1)

с краевыми условиями

(x(t0) = x0, x(t1) = x1) ∈ S0 × S1 ⊂ R2n, (2)

при наличии фазовых ограничений

x(t) ∈ G(t) : G(t) = {x ∈ Rn/γ(t) ≤ L(t)x ≤ δ(t), t ∈ I}, (3)

ISSN 1563–0285 Journal of Mathematics, Mechanics and Computer Science Series №1(93)2017
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интегральных ограничений

gj(x, u) ≤ cj, j = 1,m1, gj(x, u) = cj, j = m1 + 1,m2, (4)

gj(x, u) =

t1∫
t0

[< aj(t), x(t) > + < bj(t), u(t) >]dt, j = 1,m2, (5)

а также ограничений на значения управлений

u(t) ∈ U(t) = {u(·) ∈ L2(I, R
m)/u(t) ∈ U1(t) ⊂ Rm п.в. t ∈ I}, (6)

v(τ) ∈ V (τ) = {v(·) ∈ L2(I1, R
p)/v(τ) ∈ V1(τ) ⊂ Rp п.в. τ ∈ I1 = [a, b]}. (7)

Здесь A(t), B(t), C(t), D(t) – матрицы с кусочно-непрерывными элементами размер-
ностей n× n, n×m, n× s, n× k соответственно, матрицы K(t, τ) = ∥Kij(t, τ)∥, i = 1, s,
j = 1, p, t ∈ I, τ ∈ I1 = [a, b], Λ(t, λ) = ∥Λij(t, λ)∥, i = 1, k, j = 1, n с элементами из L2 на
множествах E0 = {(t, τ) ∈ R2/t0 ≤ t ≤ t1, a ≤ τ ≤ b}, E1 = {(t, λ) ∈ R2/t0 ≤ t, λ ≤ t1},

b∫
a

t1∫
t0

|Kij(t, τ)|2dtdτ <∞,

t1∫
t0

t1∫
t0

|Λij(t, λ)|2dtdλ <∞,

функция µ(t) ∈ L2(I, R
n) – заданная, L(t), t ∈ I – заданная матрица порядка s1 × n

с непрерывными элементами. Полагаем, что S0, S1 – заданные выпуклые замкнутые
множества, определяющие ограничения на начальное и конечное состояния фазовых
переменных. Векторы γ(t) = (γ1(t), . . . , γs1), δ(t) = (δ1(t), . . . , δs1), t ∈ I – являются за-
данными функциями с непрерывными элементами, величины cj, j = 1,m2 – заданные
постоянные, aj(t) = (a1j(t), . . . , anj(t)), bj(t) = (b1j(t), . . . , bmj

(t)), j = 1,m2 – заданные
вектор функции с непрерывными элементами, U1(t) ⊂ Rm, V1(τ) ⊂ Rp – заданные вы-
пуклые замкнутые множества.

Определение 1 Процесс описываемый уравнением (1) называется управляемым в мо-
мент времени t0, если существуют управления u(t) ∈ U(t), v(τ) ∈ V (τ) которые про-
водят траекторию системы (1) из точки x0 = x(t0) ∈ S0 в точку x1 = x(t1) ∈ S1 при
фиксированных t0, t1, t1 > t0 и условиях (3) – (5).

Определение 2 Четверка (u(t), v(τ), x0, x1) ∈ U×V ×S0×S1 называется допустимой,
если функция x(t; t0, x0, x1, u, v), t ∈ I решение интегро - дифференциального уравнения
(1) удовлетворяет условиям (2) – (7). Множество всей допустимой четверки обозна-
чим через Σ, т.е. (u(t), v(τ), x0, x1) ∈ Σ ⊂ U × V × S0 × S1.

Таким образом, процесс описываемый интегро-дифференциальным уравнением (1)
является управляемым, если множество Σ ̸= ∅, ∅ – пустое множество. В дальнейшем,
процесс порожденный соотношениями (1) – (7) назовем задачей управляемости.

Задача 1 Найти необходимое и достаточное условия управляемости для процесса
описываемого интегро-дифференциальным уравнением (1) при условиях (2) – (7).

Вестник КазНУ. Серия математика, механика, информатика №1(93)2017
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Иными словами, найти необходимое и достаточное условия, чтобы множество Σ было
не пусто.

Задача 2 Пусть множество Σ ̸= ∅. Найти четверку (u(t), v(τ), x0, x1) ∈ Σ т.е. найти
управления u(t) ∈ U(t), v(τ) ∈ V (τ) которые переводят траекторию системы (1),
исходящую из точки x0 = x(t0) ∈ S0 в момент времени t0 в точку x1 = x(t1) ∈ S1,
t1 > t0 при этом решение уравнения (1), функция x(t) = x(t; t0, x0, x1, u, v), t ∈ I,
x0 ∈ S0, x1 ∈ S1 находится на множестве G(t) ⊂ Rn, а также вдоль решения системы
(1) выполнены интегральные ограничения (4), (5).

Решения проблем управляемости динамических систем, математической теории оп-
тимальных процессов, краевых задач дифференциальных уравнений с фазовыми и ин-
тегральными ограничениями, а также задач управляемости для линейных интегро-
дифференциальных уравнений с ограничениями сводятся к разрешимости и построению
общего решения интегрального уравнения

Γw =

t1∫
t0

Γ(t0, t)w(t)dt = a, t ∈ I = [t0, t1], (8)

где Γ(t0, t) = ∥Γij(t0, t)∥, i = 1, n1, j = 1, n2 – известная матрица порядка n1×n2 с кусочно
непрерывными элементами по t при фиксированных t0, t1, t1 > t0, w(·) ∈ L2(I, R

n2) –
искомая функция, a ∈ Rn1 любой вектор, Γ : L2(I, R

n2) → Rn1 – оператор.

Задача 3 Найти необходимое и достаточное условия существования решения инте-
грального уравнения (8) для любых a ∈ Rn1 .

Задача 4 Найти общее решение интегрального уравнения (8) для любого a ∈ Rn1 .

Решения задач 3, 4 для любого a ∈ Rn1 налагают жесткие требования на ядро инте-
грального уравнения (8) и они необходимы для случаев, когда S0, S1 заданные множе-
ства из Rn. Для случая, когда множества S0, S1 содержат единственные точки требуются
решения следующих задач:

Задача 5 Найти необходимое и достаточное условия существования решения инте-
грального уравнения (8) при заданном a ∈ Rn1 ;

Задача 6 Найти общее решение интегрального уравнения (8) при заданном a ∈ Rn1 .

Решения задач 3 – 6 имеют многочисленные приложения в математике. В данной
работе эти результаты имеют вспомогательные значения.

Цель работы – создание нового метода решения задачи управляемости для линейного
интегро-дифференциального уравнения при наличии фазовых и интегральных ограни-
чений с учетом ограничений на значения управления.
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2 Обзор литературы

Математическими моделями многих явлений в различных областях науки: в биологии
(Вольтерра, 1976 : 320), в медицине (Беллман, 1987 : 282), в биофизике (Романовский,
1984 : 290), в термодинамике биологических процессов (Рубин, 1984 : 352), в механи-
ке и электродинамике (Иманалиев, 1977 : 302), в экономике (Глушков, 1983 : 285), в
синергетике (Николис, 1979 : 245) являются интегро-дифференциальные уравнения.

Общей теории интегро-дифференциальных уравнений, обобщенных решений инте-
гральных уравнений посвящены монографии (Быков, 1957 : 312), (Lakshmikantham, 1995
: 304), (Иманалиев, 1981 : 265), (Краснов, 1975 : 304). В указанных работах рассматри-
ваются вопросы существования, единственности и методы построения приближенных
решений интегро-дифференциальных уравнений.

Исследование управляемости процессов описываемых интегро- дифференциальны-
ми уравнениями при наличии краевых условий, фазовых и интегральных ограниче-
ний с учетом ограниченности ресурсов системы является новым направлением в теории
интегро-дифференциальных уравнений. Проблема управляемости возникшая от потреб-
ности решения актуальных задач в области естественных наук, медицине, экономике,
технических наук ставит более сложные задачи для интегро-дифференциальных урав-
нений. В работах автора (Айсагалиев, 1991 : 11), (Айсагалиев, 2005 : 17), (Айсагали-
ев, 2012а : 11), (Айсагалиев, 2012б : 17), (Айсагалиев, 2015а : 15), (Айсагалиев, 2014 :
158), (Айсагалиев, 2015б : 207) исследованы проблемы управляемости процессов опи-
сываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями с краевыми условиями
при наличии фазовых и интегральных ограничений с учетом ограниченности ресур-
сов управления. В данной работе делается попытка распространить эти результаты на
интегро-дифференциальные уравнения.

Теория управляемости берет свое начало с работы Р.Е. Калмана (Калман, 1961 :
26). Им построено управление с минимальной нормой и получен ранговый критерий
управляемости для линейных систем с постоянными коэффициентами. Решение задачи
управляемости на основе l – проблемы моментов было предложено Н.Н. Красовским
(Красовский, 1968 : 475). Отдельные вопросы управляемости исследованы в работах
(Габасов, 1971 : 502), (Зубов, 1975 : 502).

Вопросам управляемости, наблюдаемости и устойчивости управляемых систем по-
священа работа (Ли, 1972 : 575). В последние годы опубликован ряд научных статей,
посвященных проблемам управляемости и оптимального быстродействия динамических
систем. Синтезу ограниченного управления на основе функций Ляпунова посвящена ра-
бота (Ананьевский, 2010 : 4). Геометрический подход к проблеме управляемости неав-
тономных линейных систем исследован в (Семенов, 2012 : 14).

Проблема управляемости тесно связана с решением проблем стабилизации динами-
ческих систем. В работе (Емельянов, 2012 : 8) рассматривается задача стабилизации
нулевого положения равновесия билинейных и аффинных систем канонического вида.
Минимальные стабилизаторы для линейных динамических систем исследованы в (Ко-
ровин, 2011 : 5). Аналитическому исследованию проблем управляемости и оптимального
управления посвящена монография (Варга, 1977 : 585). Следует отметить, что в ука-
занных работах (Калман, 1961 : 26), (Красовский, 1968 : 475), (Габасов, 1971 : 502),
(Зубов, 1975 : 502), (Ли, 1972 : 575), (Ананьевский, 2010 : 4), (Семенов, 2012 : 14), (Еме-
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льянов, 2012 : 8), (Коровин, 2011 : 5), (Варга, 1977 : 585) исследованы частные случаи
общей задачи управляемости и быстродействия динамических систем без фазовых и
интегральных ограничений.

В работе (Айсагалиев, 1991 : 11) приведен метод построения множества управлений
каждый элемент которого переводит траекторию линейной системы из любой начальной
точки в любое желаемое конечное состояние. В (Айсагалиев, 2005 : 17) найдены усло-
вия разрешимости и построения общего решения интегрального уравнения для решения
проблем управляемости динамических систем. Решения задачи оптимального управле-
ния с краевыми условиями и фазовыми и интегральными ограничениями на основе
решения проблем управляемости содержатся в (Айсагалиев, 2012а : 11). Управляемость
и быстродействие процесса, описываемого параболическим уравнением с ограниченным
управлением исследованы в (Айсагалиев, 2012б : 17). В работах (Айсагалиев, 2015а : 15),
(Айсагалиев, 2014 : 158), (Айсагалиев, 2015б : 207) рассмотрены методы решения кра-
евых задач обыкновенных дифференциальных уравнений на основе решения проблем
управляемости динамических систем.

Данная работа является продолжением научных исследований работ (Айсагалиев,
1991 : 11), (Айсагалиев, 2005 : 17), (Айсагалиев, 2012а : 11), (Айсагалиев, 2012б : 17),
(Айсагалиев, 2015а : 15), (Айсагалиев, 2014 : 158), (Айсагалиев, 2015б : 207).

3 Материал и методы

Суть предлагаемого метода состоит в том, что на первом этапе исследования путем
преобразования интегральные ограничения (4), (5) приводятся к дифференциальным
уравнениям с краевыми условиями и введением фиктивного управления. Исходная за-
дача погружается в краевую задачу линейного дифференциального уравнения. Далее,
используя результаты исследования интегрального уравнения (8) находим все множе-
ства управлений, каждый элемент которого переводит траекторию линейной системы
из любой начальной точки множества S0 в конечное состояние из множества S1. Такой
подход позволяет получить равносильные тождества к исходной задаче управляемости
и свести решения задач 1, 2 к начальной задаче оптимального управления. Необходи-
мое и достаточное условия разрешимости исходной задачи управляемости определяются
требованием на значение нижней грани функционала и строятся решения на основе пре-
дельной точки минимизирующих последовательностей.

3.1 Преобразования

Пусть матрицы A0, B0(t), t ∈ I такие, что

A0(t) =

 a∗1(t)
· · ·

a∗m2
(t)

 , B0(t) =

 b∗1(t)
· · ·

b∗m2
(t)

 ,

aj(t) =

a1j(t)· · ·
anj(t)

 , bj(t) =

 b1j(t)
· · ·

bmj(t)

 , j = 1,m2.
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где (∗) – знак транспонирования. Введем вектор функцию

η(t) =

t∫
t0

[A0(λ)x(λ) +B0(λ)u(λ)]dλ, t ∈ I,

Тогда интегральные ограничения (4), (5) могут быть представлены в виде

η̇(t) = A0(t)x(t) +B0(t)u(t), t ∈ I, (9)

η(t0) = 0, η(t1) = c ∈ Q, (10)

Q = {c ∈ Rm2/cj = cj−dj, j = 1,m1, cj = cj, j = m1 + 1,m2, dj ≥ 0, j = 1,m1}, (11)

где c = (c1, . . . , cm2), d = (d1, . . . , dm1), gj(x, u) = cj − dj, j = 1,m1, d ≥ 0 – неизвестный
вектор. Теперь задача управляемости (1) – (7) запишется в виде (см. (9) – (11))

ξ̇ = A1(t)ξ+B1(t)u(t)+C1(t)

b∫
a

K(t, τ)v(τ)dτ+D1(t)

t1∫
t0

Λ(t, λ)Pξ(λ)dλ+µ(t), t ∈ I, (12)

(x0, x1) ∈ S0 × S1 = S, x(t) ∈ G(t), u(t) ∈ U(t), v(t) ∈ V (t), (13)

ξ(t0) = ξ0 = (x0, Om21) ∈ S0 ×Om21, ξ(t1) = ξ1 = (x1, c) ∈ S1 ×Q, (14)

где

ξ(t) =

(
x(t)
η(t)

)
, A1(t) =

(
A(t) Onm2

A0(t) Om2m2

)
, B1(t)

(
B(t)
B0(t)

)
,

C1(t) =

(
C(t)
Om2s

)
, D1(t) =

(
D(t)
Om2k

)
, µ(t) =

(
µ(t)
Om21

)
,

x(t) = Pξ(t), P = (In, Onm2),

Onq – прямоугольная матрица порядка r × q с нулевыми элементами. In – единичная
матрица порядка n× n.

3.2 Интегральное уравнение

Рассмотрим решения задач 3, 4 для интегрального уравнения (8). Для решения задач 1,
2 необходимы следующие теоремы о существовании и общем виде решения интеграль-
ного уравнения (8).

Теорема 1 Интегральное уравнение (8) при любом фиксированном a ∈ Rn1 имеет
решение тогда и только тогда, когда матрица

W (t0, t1) =

t1∫
t0

Γ(t0, t)Γ
∗(t0, t)dt, t1 > t0 (15)

порядка n1 × n1 является положительно определенной, где (∗) – знак транспонирова-
ния.
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Теорема 2 Пусть матрица W (t0, t1) из (15) положительно определенная. Тогда общее
решение интегрального уравнения (8) при любом a ∈ Rn1 имеет вид

w(t) = Γ∗(t0, t)W
−1(t0, t1)a+ p(t)− Γ∗(t0, t)W

−1(t0, t1)

t1∫
t0

Γ(t0, η)p(η)dη, t ∈ I, (16)

где p(·) ∈ L2(I, R
n2) – произвольная функция, a ∈ Rn1 – любой вектор.

Рассмотрим решения задач 5, 6 для интегрального уравнения (8). Возникает вопрос:
если матрица W (t0, t1) не является положительно определенной, имеет ли решение ин-
тегральное уравнение (8)? В этом случае интегральное уравнение (8) может иметь ре-
шение, однако не для любого вектора a ∈ Rn1 . Условие W (t0, t1) > 0 является жестким
условием на ядро интегрального уравнения. Аналогом данного условия является суще-
ствование обратной матрицы A−1 для линейного алгебраического уравнения Ax = b,
гарантирующая существование решения для любого b ∈ Rn. Алгебраическое уравнение
Ax = b может иметь решение и в случае, когда не существует обратной матрицы, однако
не для любого вектора a ∈ Rn (rankA = rank(A, b)).

Для решения задач 5, 6 необходимо исследовать экстремальную задачу: минимизи-
ровать функционал

J(w) = |a−
t1∫

t0

Γ(t0, t)w(t)dt|2 → inf (17)

при условии

w(·) ∈ L2(I, R
n2), (18)

где a ∈ Rn1 – заданный вектор.

Теорема 3 Пусть ядро оператора Γ(t) = Γ(t0, t) измеримо и принадлежит классу L2.
Тогда:

1) функционал (17) при условии (18) непрерывно дифференцируем по Фреше, гради-
ент функционала J ′(w) ∈ L2(I, R

n2) в любой точке w(·) ∈ L2(I, R
n2) определяется по

формуле

J ′(w) = −2Γ∗(t0, t)a+ 2

t1∫
t0

Γ∗(t0, t)Γ(t0, σ)w(σ)dσ, t ∈ I; (19)

2) градиент функционала J ′(w) ∈ L2(I, R
n2) удовлетворяет условию Липшица

∥J ′(w + h)− J ′(w)∥ ≤ l∥h∥, ∀w, w + h ∈ L2(I, R
n2); (20)

3) функционал (17) при условии (18) является выпуклым, т.е.

J(αw + (1− α)u) ≤ αJ(w) + (1− α)J(u), ∀w, u ∈ L2(I, R
n2), ∀α, α ∈ [0, 1]; (21)
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4) вторая производная Фреше равна

J ′′(w) = 2Γ∗(t0, σ)Γ(t0, t), ∀σ, t ∈ I; (22)

5) если выполнено неравенство

t1∫
t0

t1∫
t0

ξ∗(σ)Γ∗(t0, σ)Γ(t0, t)ξ(t)dtdσ =

 t1∫
t0

Γ(t0, t)ξ(t)dt

2

≥

≥ µ

t1∫
t0

|ξ(t)|2dt, µ > 0, ∀ξ, ξ(t) ∈ L2(I, R
n2),

(23)

то функционал (17) при условии (18) является сильно выпуклым.

Теорема 4 Пусть для экстремальной задачи (17), (18) построена последователь-
ность {wn(t)} ⊂ L2(I, R

n2) по алгоритму (см. (19) – (23))

wn+1(t) = wn(t)− αnJ
′(wn), gn(αn) = min

α>0
gn(α),

gn(α) = J(wn − αJ ′(wn)), n = 0, 1, 2, . . . .

Тогда числовая последовательность {J(wn)} монотонно убывает, предел
lim
n→∞

J ′(wn) = 0.

Если, кроме того, множество M(w0) = {w(·) ∈ L2(I, R
n2)/J(w) ≤ J(w0)} ограниче-

но, то:
1) последовательность {wn(t)} является минимизирующей, т.е. lim

n→∞
= J∗ =

inf J(w), w(·) ∈ L2(I, R
n2);

2) wn
сл→ w∗ при n → ∞, где w∗ = w∗(t) ∈ W∗ = {w∗(·) ∈ L2(I, R

n2)/J(w∗) =
min

w∈M(w0)
J(w) = J∗ = inf

w∈L2(I,Rn2 )
J(w)};

3) справедлива следующая оценка скорости сходимости

0 ≤ J(wn)− J(w∗) ≤
m0

n
, m0 = const > 0, n = 1, 2, . . .

4) для того, чтобы интегральное уравнение (8) имело решение, необходимо и до-
статочно, чтобы значение J(w∗) = 0, w∗ ∈ W∗. В этом случае w∗ ∈ W∗ – решение
интегрального уравнения (8).

5) если значение J(w∗) > 0, то интегральное уравнение (8) не имеет решения для
данной правой части a ∈ Rn1 ;

6) если выполнено неравенство (23), то ∥wn − w∗∥ → 0 при n→ ∞.

Доказательство теорем 1 – 4 аналогичные доказательствам теорем из [23].

Вестник КазНУ. Серия математика, механика, информатика №1(93)2017



12 Айсагалиев С.А., Айсагалиева С.С.

3.3 Существование решения задачи управляемости

Наряду с линейным интегро-дифференциальным уравнением (12) с условиями (13), (14)
рассмотрим линейную систему дифференциального уравнения

ẏ = A1(t)y +B1(t)w1(t) + C1(t)w2(t) +D1(t)w3(t) + µ(t), t ∈ I, (24)

y(t0) = ξ0 = ξ(t0), y(t1) = ξ1 = ξ(t1), (25)

w1(·) ∈ L2(I, R
m), w2(·) ∈ L2(I, R

s), w3(·) ∈ L2(I, R
k) (26)

где ξ0 = (x0, Om21) ∈ S0 ×Om21, ξ1 = (x1, c) ∈ S1 ×Q. Заметим, что

b∫
a

K(t, τ)v(τ)dτ ∈ L2(I, R
s),

t1∫
t0

Λ(t, λ)x(λ)dλ ∈ L2(I, R
k).

Пусть матрица B2(t) = (B1(t), C1(t), D1(t)) порядка (n + m2) × (m + s + k), вектор
функция w(t) = (w1(t), w2(t), w3(t)) ∈ L2(I, R

s+m+k). По исходным данным (24) – (26),
определим следующие матрицы и векторы

a = Φ(t0, t1)ξ1 − ξ0 −
t1∫

t0

Φ(t0, t1)µ(t)dt, W (t0, t1) =

t1∫
t0

Φ(t0, t)B(t)B
∗
2(t)Φ

∗(t0, t)dt,

W (t0, t) =

t∫
t0

Φ(t0, τ)B2(τ)B
∗
2(τ)Φ

∗(t0, τ)dτ, W (t, t1) = W (t0, t1)−W (t0, t), t ∈ I,

Λ1(t, ξ0, ξ1) = B∗
2(t)Φ

∗(t0, t)W
−1(t0, t1)a, N1(t) = −B∗

2(t)Φ
∗(t0, t)W

−1(t0, t1)Φ(t0, t1) =

=

−B∗
1(t)Φ

∗(t0, t1)W
−1(t0, t1)Φ(t0, t1)

−C∗
1(t)Φ

∗(t0, t1)W
−1(t0, t1)Φ(t0, t1)

−D∗
1(t)Φ

∗(t0, t1)W
−1(t0, t1)Φ(t0, t1)

 =

N11(t)
N12(t)
N13(t)

 , Λ2(t, ξ0, ξ1) =

= Φ(t, t0)W (t, t1)W
−1(t0, t1)ξ0 + Φ(t, t0)W (t0, t)W

−1(t0, t1)Φ(t0, t1)ξ1+

+

t∫
t0

Φ(t, τ)µ(τ)dτ − Φ(t, t0)W (t0, t)W
−1(t0, t1)

t1∫
t0

Φ(t0, t)µ(t)dt,

N2(t) = −Φ(t, t0)W (t0, t)W
−1(t0, t1)Φ(t0, t1), t ∈ I,

где Φ(t, τ) = κ(t)κ−1(τ), κ(τ) – фундаментальная матрица решений линейной однородной
системы ζ̇ = A1(t)ζ.
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Теорема 5 Пусть матрица W (t0, t1) положительно определенная. Тогда управление
w(·) ∈ L2(I, R

s+m+k) переводит траекторию системы (24) из любой начальной точки
ξ0 ∈ Rn+m2 в любое заданное конечное состояние ξ1 ∈ Rn+m2 , тогда и только тогда,
когда

w(t) ∈ Σ1 = {w(·) ∈ L2(I, R
s+m+k)/w(t) = p(t) + Λ1(t, ξ0, ξ1)+

+N1(t)z(t1, p), ∀p(·) ∈ L2(I, R
s+m+k), t ∈ I}, (27)

где p(·) ∈ L2(I, R
s+m+k) – произвольная функция, а функция z(t) = z(t, p), t ∈ I –

решение дифференциального уравнения

ż = A1(t)z +B2(t)p(t), z(t0) = 0, t ∈ I. (28)

Решение дифференциального уравнения (24), соответствующее управлению w(t) ∈ Σ1

имеет вид

y(t) = z(t, p) + Λ2(t, ξ0, ξ1) +N2(t)z(t1, p), t ∈ I. (29)

Доказательство. Доказательство теоремы следует из теорем 1, 2. Действительно,
из решения уравнения (24) при условиях (25), (26) имеем

t1∫
t0

Φ(t0, t)B2(t)w(t)dt = a. (30)

Данное интегральное уравнение относительно искомой функции w(t)∈L2(I, R
s+m+k) яв-

ляется частным случаем (8), где Γ(t0, t) = Φ(t0, t)B(t). Для существования решения
интегрального уравнения (30) необходимо и достаточно, чтобы матрица W (t0, t1) была
положительно определенной. Далее, путём замены Γ(t0, t) на Φ(t0, t)B2(t) из (15) полу-
чим

W (t0, t1) =

t1∫
t0

Φ(t0, t)B2(t)B
∗
2(t)Φ

∗(t0, t)dt.

Из (16) следует (27). Дифференциальное уравнение (28) и соотношение (29) непосред-
ственно следуют из формул

z(t, p) =

t∫
t0

Φ(t, τ)B2(τ)p(τ)dτ, z(t1, p) = Φ(t1, t0)

t1∫
t0

Φ(t0, t)B2(t)p(t)dt.

Легко убедиться в том, что y(t0) = ξ0, y(t1) = ξ1. Теорема доказана.
Заметим, что компоненты вектор функции w(t) ∈ Σ1 равны:

w1(t) = p1(t) + B∗
1(t)Φ

∗(t0, t)W
−1(t0, t1)a+N11(t)z(t1, p), t ∈ I, (31)

w2(t) = p2(t) + C∗
1(t)Φ

∗(t0, t)W
−1(t0, t1)a+N12(t)z(t1, p), t ∈ I, (32)

w3(t) = p3(t) +D∗
1(t)Φ

∗(t0, t)W
−1(t0, t1)a+N13(t)z(t1, p), t ∈ I, (33)
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где p(t) = (p1(t), p2(t), p3(t)), p1(·) ∈ L2(I, R
m), p2(·) ∈ L2(I, R

s), p3(·) ∈ L2(I, R
k).

Из (29), (31) – (33) с учетом того, что a = Φ(t0, t1)ξ1 − ξ0 −
t1∫
t0

Φ(t0, t)µ(t)dt, получим

w1(t) = p1(t) +D0(t)x0 + T0(t)x1 + T1(t)d+ µ11(t) +N11(t)z(t1, p), t ∈ I, (34)

w2(t) = p2(t) +D2(t)x0 + T2(t)x1 + T3(t)d+ µ12(t) +N12(t)z(t1, p), t ∈ I. (35)

w3(t) = p3(t) +D3(t)x0 + T4(t)x1 + T5(t)d+ µ13(t) +N13(t)z(t1, p), t ∈ I. (36)

y(t) = z(t, p) + π1(t)x0 + π2(t)x1 + π3(t)d+ µ14(t) +N2(t)z(t1, p), t ∈ I. (37)

где µ11(t), µ12(t), µ13(t), µ14(t), t ∈ I – известные функции.

Лемма 1 Пусть матрица W (t0, t1) положительно определенная. Тогда задача управ-
ляемости определяемая соотношениями (12) – (14) (либо (1) – (7)) равносильна тож-
дествам

w1(t) = u(t), w2(t) =

b∫
a

K(t, τ)v(τ)dτ, w3(t) =

t1∫
t0

Λ(t, λ)Py(λ)dλ, t ∈ I, (38)

ż = A1(t)z +B1(t)p1(t) + C1p2(t) +D1(t)p3(t), z(t0) = 0, t ∈ I, (39)

p1(·) ∈ L2(I, R
m), p2(·) ∈ L2(I, R

s), p3(·) ∈ L2(I, R
k),

(x0, x1) ∈ S0 × S1 ⊂ R2n, d ∈ D0 = {d ∈ Rm1 |d ≥ 0},

u(t) ∈ U(t), v(τ) ∈ V (τ), Py(t) = x(t) ∈ G, t ∈ I,

где w1(t), w2(t), w3(t), y(t), t ∈ I определяются формулами (34) – (37) соответственно.

Доказательство. Если выполнены тождества (38), то функция y(t), t ∈ I является
решением дифференциального уравнения

ẏ(t) = A1(t)y(t) +B1(t)u(t) + C1(t)

b∫
a

K(t, τ)v(τ)dτ +D1(t)

t1∫
t0

Λ(t, λ)Py(λ)dλ+

+µ(t), t ∈ I, y(t0) = ξ0, y(t1) = ξ1.

Как следует из формулы (29) функция y(t) = z(t, p)+Λ2(t, ξ0, ξ1)+N2(t)z(t1, p), t ∈ I, где
z(t) = z(t, p), t ∈ I удовлетворяет тождеству (39) для любых p1(·) ∈ L2(I, R

m), p2(·) ∈
L2(I, R

s), p3(·) ∈ L2(I, R
k). В частности, ξ0 = (x0, Om21) ∈ S0×Om21, ξ1 = (x1, c) ∈ S1×Q.

Далее, из включений d ∈ D0, u(t) ∈ U(t), v(τ) ∈ V (τ) следует, что y(t) ≡ ξ(t), t ∈ I, где
Py(t) = Pξ(t) = x(t) ∈ G(t), t ∈ I. Итак, при выполнении тождеств (38) – (39) верны
соотношения (12) – (14). Лемма доказана.
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Из теоремы 3 и леммы 1 следует, что решение задачи управляемости может быть све-
дено к решению следующей задачи оптимального управления: минимизировать функ-
ционал

J(u, v, p1, p2, p3, ω, x0, x1, d) =

t1∫
t0

{|w1(t)− u(t)|2+

+|
b∫

a

K(t, τ)v(τ)dτ − w2(t)|2 + |
t1∫

t0

Λ(t, λ)Py(λ)dλ− w3(t)|2+

+|ω(t)− L(t)Py(t)|2}dt→ inf

(40)

при условиях

ż = A1(t)z +B1(t)p1(t) + C1(t)p2(t) +D1(t)p3(t), z(t0) = 0, t ∈ I, (41)

p1(·) ∈ L2(I, R
m), p2(·) ∈ L2(I, R

s), p3(·) ∈ L2(I, R
k), (42)

(x0, x1) ∈ S0 × S1 ⊂ R2n, d ∈ D0 = {d ∈ Rm1 |d ≥ 0}, (43)

u(t) ∈ U(t), v(τ) ∈ V (τ), ω(t) ∈ Ω(t), t ∈ I, (44)

где множество

Ω(t) = {ω(·) ∈ L2(I, R
s1)/γ(t) ≤ ω(t) ≤ δ(t) п.в. t ∈ I}, (45)

матрица P = (In, Onm2 , ) функции w1(t), w2(t), w3(t), y(t), t ∈ I определяются формулами
(34) – (37) соответственно.

Введем следующие обозначения

θ = θ(·, ·) = (u(t), v(τ), p1(t), p2(t), p3(t), ω(t), x0, x1, d) ∈ X =

= U(t)× V (τ)× Lα
2 (I, R

m)× Lα
2 (I, R

s)× Lα
2 (I, R

k)× Ω(t)× S0 × S1 ×Dα
0 ⊂ H =

= L2(I, R
m)× L2(I, R

p)× L2(I, R
m)× L2(I, R

s)× L2(I, R
k)×

×L2(I, R
s1)×Rn ×Rn ×Rm1 ,

Lα
2 (I, R

m) = {p1(·) ∈ L2(I, R
m)/∥p1∥ ≤ α},

Lα
2 (I, R

s) = {p2(·) ∈ L2(I, R
s)/∥p2∥ ≤ α},

Lα
2 (I, R

k) = {p3(·) ∈ L2(I, R
k)/∥p3∥ ≤ α},

Dα
0 = {d ∈ Rm1/|d| ≤ α},

где α > 0 – достаточно большое число α <∞.
Теперь оптимизационная задача (40) – (45) запишется в виде: минимизировать функ-

ционал

J(θ) =

t1∫
t0

F0(θ(·, ·), z(t, p), z(t1, p), t)dt→ inf, θ ∈ X ⊂ H, (46)
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где

F0 = |w1 − u|2 + |
b∫

a

K(t, τ)v(τ)dτ − w2|2 + |
t1∫

t0

Λ(t, λ)Py(λ)dλ− w3|2 + |ω − LPy|2.

Заметим, что U(t), V (τ), Lα
2 (I, R

m), Lα
2 (I, R

s), Lα
2 (I, R

k), Ω(t) – ограниченные выпуклые
замкнутые множества в рефлексивном банаховом пространстве. Так как Dα

0 , S0, S1 –
ограниченные выпуклые замкнутые множества, то множество X – слабобикомпактно в
H. Следует отметить, что функционал J(θ), θ ∈ X является непрерывным выпуклым
функционалом в слабобикомпактном множестве X. Следовательно, множество X∗ =
{θ∗ ∈ X/J(θ∗) = J∗ = inf

θ∈X
J(θ)} – не пусто. Иными словами, слабополунепрерывный

снизу функционал J(θ) достигает нижней грани на слабобикомпактном множестве X.

Лемма 2 Пусть матрица W (t0, t1) положительно определенная. Для того, чтобы за-
дача управляемости (1) – (7) имело решение необходимо и достаточно, чтобы зна-
чение J(θ∗) = 0, где θ∗ = (u∗(t), v∗(τ), p1∗(t), p2∗(t), p3∗(t), ω∗(t), x0∗, x1∗, d∗) ∈ X∗ ⊂ X
оптимальное управление в задаче (46).

Доказательство. Необходимость. Пусть задача управляемости (1) – (7) (либо (12)
– (14)) имеет решение. Пусть x∗(t) = x∗(t; t0, x

∗
0, x

∗
1, u∗, v∗), t ∈ I – решение интегро-

дифференциального уравнения (1).
Покажем, что значение J(θ∗) = 0. Как следует из леммы 1 соотношения (1) – (7)

равносильны тождествам (38) – (39). Следовательно, w1∗(t) = u∗(t) ∈ U(t), w2∗(t) =
b∫
a

K(t, τ)v∗(τ)dτ, v∗(τ) ∈ V (τ), τ ∈ I1, w3∗(t) =
t1∫
t0

Λ(t, λ)Py∗(λ)dλ, y∗(t) = z(t, p∗) +

Λ2(t, ξ
∗
0 , ξ

∗
1) + N2(t)z(t1, p∗) = ξ∗(t), ξ

∗
0 = (x0∗, Om21), ξ

∗
1 = (x1∗, c∗), c∗ = (c∗1, . . . , c

∗
m2

),
c∗j = cj − d∗j , j = 1,m1, P ξ∗(t) = x∗(t) = x∗(t; t0; x0∗, x1∗, u∗, v∗), t ∈ I, ω∗(t) = L(t)Py∗(t),
t ∈ I, где

w1∗ = p1∗(t) +D0(t)x0∗ + T0(t)x1∗ + T1(t)d∗ + µ11 +N11(t)z(t1, p∗),

w2∗ = p2∗(t) +D2(t)x0∗ + T2(t)x1∗ + T3(t)d∗ + µ12 +N12(t)z(t1, p∗),

w3∗ = p3∗(t) +D3(t)x0∗ + T4(t)x1∗ + T5(t)d∗ + µ13 +N13(t)z(t1, p∗),

y∗(t) = z(t, p∗) + π1(t)x0∗ + π2(t)x1∗ + π3(t)d∗ + µ14 +N2(t)z(t1, p∗), t ∈ I,

Py∗(t) = x∗(t), ω∗(t) = L(t)Py∗(t) = L(t)x∗(t), t ∈ I.

Тогда

J(θ∗) =

t1∫
t0

[|w1∗(t)− u∗(t)|2 + |
b∫

a

K(t, τ)v∗(τ)dτ − w∗(t)2|2+

+|
t1∫

t0

Λ(t, λ)Py∗(λ)dλ− w3∗(t)|2 + |ω∗(t)− L(t)Py∗(t)|2]dt = 0

Необходимость доказана.
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Достаточность. Пусть значение J(θ∗) = 0, θ∗ ∈ X∗ ⊂ X. Покажем, что задача
управляемости (1) – (7) имеет решение. В самом деле, значение J(θ∗) = 0 тогда и только

тогда, когда w1∗(t) = u∗(t),
b∫
a

K(t, τ)v∗(τ)dτ = w2∗(t),
t1∫
t0

Λ(t, λ)Py∗(λ)dλ = w3∗(t), ω∗(t) =

L(t)Py∗(t), t ∈ I, где u∗(t) ∈ U(t), v∗(τ) ∈ V (τ), ω∗(t) ∈ Ω(t), t ∈ I, x0∗ ∈ S0, x1∗ ∈ S1,
d∗ ∈ D0. Тогда y∗(t) = ξ∗(t) = (x∗(t), η∗(t)), t ∈ I. Отсюда следует, что x∗(t), t ∈ I –
решение интегро - дифференциального уравнения (1). Достаточность доказана. Теорема
доказана.

4 Результаты и обсуждение

В статье получены следующие результаты: путем преобразования интегральные огра-
ничения приводятся к дифференциальным уравнениям с краевыми условиями; введени-
ем фиктивного управления исходная задача погружается в краевую задачу линейного
дифференциального уравнения; найдены все множества управлений, каждый элемент
которого переводит траекторию линейной системы из любой начальной точки заданно-
го множества в конечное состояние из известного множества; получены равносильные
тождества к исходной задаче управляемости; решение задачи управляемости сведено к
начальной задаче оптимального управления; найдены необходимые и достаточные усло-
вия разрешимости задачи управляемости в виде требования на значение нижней грани
функционала.

Интегро-дифференциальное уравнение связывает воедино настоящее, будущее и про-
шлое процесса. Такие математические модели явлений более адекватно описывают их
свойства. Один из создателей квантовой механики, В. Гейзенберг, с своей книге "Фи-
зика и философия"делает следующие предположение: "... основное уравнение материи,
рассматриваемое, как математическое представление всей материи, должно иметь вид
сложной системы интегро-дифференциальных уравнений".

5 Заключение

Создание общей теории краевых задач для линейных интегро-дифференциальных урав-
нений со сложными краевыми условиями при наличии фазовых и интегральных ограни-
чений является актуальной проблемой с многочисленными приложениями в естествен-
ных науках, экономики и экологии.

Получены необходимые и достаточные условия разрешимости краевых задач для ли-
нейных интегро-дифференциальных уравнений при наличии фазовых и интегральных
ограничений.

Принципиальное отличие предлагаемого метода от известных методов состоит в том,
что исходная краевая задача в начале погружается в задачу управляемости с фиктив-
ными управлениями из функциональных пространств, с последующим сведением к на-
чальной задаче оптимального управления.
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Initial length scale estimate for the Schrödginer operator with a random fast
oscillating potential in a multi-dimensional layer

Borisov D.I., Dr. Sci.(Phys.-Math.), leading scientific researcher, Institute of Mathematics,
Ufa Scientific Center, Russian Academy of Sciences,

Ufa, Russia, University of Hradec Králové, Hradec Králové, Czech Republic, +73472725936,
E-mail: borisovdi@yandex.ru

We consider the Dirichlet Laplacian in a multi-dimensional layer located between two parallel
hyperplanes of codimension one. Such operator is perturbed by a fast oscillating random potential.
Namely, the layer is partitioned into periodicity cells by a given periodic lattice and in each cell
we consider a fast oscillating potential depending on a random variable multiplied by a global
small parameters. All random variables associated with the periodicity cells are assumed to be
independent and identically distributed. The fast oscillating potential introduced in the way
standard for the homogenization theory. Namely, it depends on slow and fast variables, is compactly
supported w.r.t. the slow variables and is periodic w.r.t. the fast ones. The main obtained result
is the initial length scale estimate for the considered operator. Such estimate is the induction base
for proving the spectral localization at the bottom of the spectrum by the multiscale analysis.
Key words: random Hamiltonian, fast oscillating potential, initial length scale estimate, small
parameter, multi-dimensional layer.

Көп өлшемдi қабаттағы кездейсоқ тез тербелушi шамамен Шрендингер операторына
арналған бастауыш өлшемдердi бағалау

Борисов Д. И., – ф.-м.ғ.д., жетекшi ғылыми қызыметкер, РҒА Уфимский ғылыми орталығының
математика Институты, Россия Градец Кралове қаласының Университетi, Градец Кралове, Чехия

Республикасы +73472725936, E-mail: borisovdi@yandex.ru

Бiр мөлшерлестiк екi қатар гипержазықтығының арасында оналасқан көп өлшемдi қабатта
Дирихле шартымен Лапласиан қарастырылады. Аталмыш оператор кездейсақ тез тербелушi
шамамен қозғалады. Атап айтқанда, қабат кейбiр периодтық ұяшықтарына бөлiнедi және әр
ұяшықта ғаламдық кiшi параметрге көбейтiлген кездейсоқ тұрақсыз шамалар тәуелсiз және
бiрдей бөлiнгендермен бағамдалады. Тез тербелушi шама орташалау теориясына әдеттегiдей
енгiзiледi. Атап айтқанда, ол жылдам және баяу тұрақсыз шамасына тәуелдi, баяу тұрақсыз
шамасы бойынша финитен жылдам тұрақсыз шамасы бойыншада мерзiмдi. Қол жеткiзiл-
ген негiзгi нәтиже-қарастырылатын операторға бастауыш өлшемдердi бағалау. Осы баға көп
масштабты талдау арқылы спектрдiң төменгi қырындағы спектрлiк оқшаулауды дәлелдеу
мақсатындағы индукция базасы болып табылады.
Түйiн сөздер: кездейсоқ гамильтониан, тез тербелушi шам, бастауыш өлшемдердi бағалау,
кiшi параметр, көп өлшемдi қабат.

Оценка начальных масштабов для оператора Шредингера со случайным быстро
осциллирующим потенциалом в многомерном слое

Борисов Д. И., д.ф.-м.н., ведущий научный сотрудник, Институт математики, Уфимский научный
центр РАН, Университет г. Градец Кралове, Градец Кралове, Чешская Республика, +73472725936,

E-mail: borisovdi@yandex.ru
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Рассматривается Лапласиан с условием Дирихле в многомерном слое, заключенном между
двумя параллельными гиперплоскостями коразмерности один. Такой оператор возмущается
быстро осциллирующими случайным потенциалом. А именно, слой делится на периодиче-
ские ячейки некоторой периодической решеткой и в каждой ячейке рассматривается быстро
осциллирующий потенциал, зависящий от случайной переменной, умноженной на глобаль-
ный малый параметр. Все случайные переменные, соответствующие ячейкам периодичности,
предполагаются независимыми и одинаково распределенными. Быстро осциллирующий по-
тенциал вводится обычным для теории усреднении образом. А именно, он зависит от быстрых
и медленных переменных, финитен по медленным переменным и периодичен по быстрым
переменным. Главный полученный результат – оценка начальных масштабов для рассматри-
ваемого оператора. Такая оценка является базой индукции для доказательства спектральной
локализации на нижнем краю спектра с помощью многомасштабного анализа.
Ключевые слова: случайный гамильтониан, быстро осциллирующий потенциал, оценка
начальных масштабов, малый параметр, многомерный слой

1 Introduction

Random Hamiltonians are elliptic operators depending on countably many random variables.
Such operators attract a lot of interest since they are often used for describing waves in
disordered media and they possess many interesting mathematical properties. One of such
properties is the spectral Anderson localization. It is known that the spectrum of many
Random Hamiltonians is almost surely a fixed deterministic set. And spectral localization
says that some part of this spectrum is pure point. Such property was found for many
particular examples, see, for instance, (Martinelli, 1984 : 197-217), (Fröhlich, 1983 : 151-184),
(Baker, 2008 : 397-415), (Borisov, 2011 : 58-77), (Borisov, 2013 : 2877-2909), (Bourgain,
2009 : 969-978), (Erdös, 2012a : 900-923), (Erdös, 2012b : 507-542), (Ghribi, 2007 : 123-
138), (Ghribi, 2010 : 127-149), (Hislop, 2002 : 12-47), (Kleespies, 2000 : 1345-1365), (Klopp,
1993 : 810-841), (Klopp, 1995a : 265-316), (Klopp, 1995b : 553-569) , (Klopp, 2002 : 711-737),
(Klopp, 2012 : 587-621), (Klopp, 2009 : 1133-1143), (Klopp, 2003 : 795-811), (Kostrykin, 2006
: 267-392), (Lenz, 2008 : 121-161), (Lenz, 2009 : 219-254), (Lenz, 2004 : 733-752), (Leonhardt,
2015), (Stolz, 2000 : 173-183), (Ueki, 1994 : 10) , (Ueki, 2000 : 473-498), (Ueki, 2008 : 565-
608), (Veselić, 2002 : 199-214), and the references therein. One of main ways for proving the
spectral localization is the multiscale analysis, (Martinelli, 1984 : 197-217), (Fröhlich, 1983 :
151-184). It is based on a certain induction whose basis is the initial length scale estimate.

In papers (Borisov, 2016 : 2341-2377), (Borisov, 2017), a general approach was developed
for proving initial length scale estimate for operators with small random perturbations.
The main advantage of the obtained result is that the perturbations were described by
abstract symmetric operators covering many particular examples considered before. The
core of the approach was an original technique based on a non-symmetric version of the
Birman-Schwinger principle, which gave an opportunity to prove an important deterministic
estimate. Such technique allowed the authors to consider perturbations non-monotone w.r.t.
the random variables and this was an important step in studying random Hamiltonians.

The present paper can be considered as an example of random perturbation, to which
general results of work (Borisov, 2017) can be applied. A non-trivial feature of this example
is that it is described by a compactly supported fast oscillating potential. Such perturbation
is singular and does not fit the assumptions made for the perturbation in (Borisov, 2017).
However, here we employ a special transformation of the operator proposed in (Borisov,
2015 : 33-54) so that this transformation preserves the spectrum and reduces the considered
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operator to one fitting the assumptions of (Borisov, 2017). Finally, this allows us to prove
the initial length scale estimate for the considered model.

2 Problem and main results

Let x′ = (x1, . . . , xn), x = (x′, xn+1) be Cartesian coordinates in Rn and Rn+1, respectively,
n > 1, Π := {x : 0 < xn+1 < d} be a multidimensional layer of width d > 0, Γ be a periodic

lattice in Rn with a basis e1, . . . , en and a periodicity cell �′ :=
{
x : x′ =

n∑
j=1

ajej, aj ∈ (0, 1)
}
.

Denote � := �′ × (0, d).
By W0 = W0(x, ξ), ξ = (ξ1, . . . , ξn), we denote a real-valued function defined on R2n+2.

We assume that this function is 1-periodic w.r.t. each variable ξi, i = 1, . . . , n+1, has a zero
mean ∫

(0,1)n+1

W0(x, ξ) dξ = 0 for each x ∈ Rn+1, (1)

and is a compactly supported as a function of x:

suppW0(·, ξ) ⊆M b � for each ξ ∈ R+1, (2)

whereM is some fixed set independent of ξ. The functionW0 is supposed to have the following
smoothness:

∂|α|+|β|W0

∂xα∂ξβ
∈ C(R2n+2), α, β ∈ Zn+1

+ , |α| 6 3, |β| 6 1. (3)

By ε we denote a small positive parameter and we introduce one more function:

W (x, ε) := ε−bW
(
x,
x

ε

)
, ε > 0,

W (x, 0) := 0, ε = 0,
(4)

where b < 1 is a given fixed number.
Let ζ = (ζk)k∈Γ be a sequence of independent identically distributed random variables

with the values in segment [0, 1]; the associated distribution measure is denoted by µ. We
assume that this measure is defined on [0, 1]. By P :=

⊗
k∈Γ µ we denote the product of the

measures on space Ω := ×k∈Γ[0, 1]. The elements of the latter space are sequences (ζk)k∈Γ.
By E(·) we denote the expectation value of a random variable w.r.t. the probability P.

In this paper we consider the following perturbed random operator:

Hε(ζ) := −∆+
∑
k∈Γ

W (x′ − k, xn+1, εζk) (5)

in L2(Π) subject to the Dirichlet boundary condition. The domain of the operators Hε(ζ)
is the space W̊ 2

2 (Π, ∂Π), where W̊ 2
2 (Q,S) is the Sobolev space of the functions in W 2

2 (Q)
vanishing on a surface S ⊂ Q, Q is a domain. This operator is self-adjoint.
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The main aim of this paper is to prove the initial length scale estimate for Hε(ζ). In order
to formulate this estimate, we need to introduce additional notations. First we introduce an
auxiliary operator

Hε
� := −∆+W (x, δ), δ ∈ [δ0, δ0], (6)

in L2(�) subject to the Dirichlet boundary condition on ∂�∩∂Π and to the periodic boundary
condition on the lateral boundaries γ of �, and δ0 is a fixed number. The domain of Hε

�
consists of the functions in W̊ 2

2 (�, ∂� ∩ ∂Π) satisfying periodic boundary conditions on γ.
Operator Hδ

� is self-adjoint.
Let Λδ be the smallest eigenvalue of Hδ

�, Ψδ = Ψδ(x) be the associated eigenfunction
normalized in L2(�). On the lateral surface of the cell � we define the function

ρδ :=
1

Ψδ

∂Ψδ

∂ν
, (7)

where ν is the outward normal.
Given α ∈ Γ, N ∈ N, the symbols Πα,N and Γα,N denote a piece of Π and a piece of Γ:

Πα,N :=

{
x : x′ = α +

n∑
i=1

aiei, ai ∈ (0, N), 0 < xn+1 < d

}
,

Γα,N :=

{
x′ ∈ Γ : x′ = α +

n∑
i=1

aiei, ai = 0, 1, . . . , N − 1

}
.

By Hε
α,N(ζ) we denote a kind of “restriction” of the operator Hε(ζ) on Πα,N . Namely,

Hε
α,N(ζ) := −∆+

∑
k∈Γα,N

W (x′ − k, xn+1, εζk) (8)

is the operator in L2(Πα,N) subject to the Dirichlet condition on ∂Πα,N∩∂Π and to the Robin
condition(

∂

∂ν
− ρε

)
u = 0 on γα,N , (9)

where γα,N is the lateral boundary of Πα,N . The domain of the operator Hε
α,N(ζ) consists

of the functions in W̊ 2
2 (Πα,N , ∂Πα,N ∩ ∂Π) satisfying condition (9). The operator Hε

α,N(ζ) is
self-adjoint.

Let Λε
α,N be the smallest eigenvalue of the operator Hε

α,N(ζ).
Our first result provides a lower bound for the gap between Λε

α,N(ζ) and Λε.

Theorem 1 There exist constants N1 ∈ N and c0 > 0, η > 0 such that for all α ∈ Γ,
N > N1, ε 6 c0N

−4 the inequality

Λε
α,N(ζ)− Λε >

ε2−2b

ηNn

∑
k∈Γα,N

(1− ζ1−b
k ) (10)

holds true for all ζ.
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The next result is the Combes-Thomas estimate.

Theorem 2 Let α, β1, β2 ∈ Γ, m1, m2 ∈ N be such that B1 := Πβ1,m1 ⊂ Πα,N , B2 :=
Πβ2,m2 ∈ Πα,N . There exists N2 ∈ N such that for N > N2 the estimate

∥χB1(Hε
α,N(ζ)− λ)−1χB2∥ 6 C1

δ
e−C2δdist (B1,B2)

holds true, where C1, C2 are positive constants independent of ε, α, N , B1, B2, m1, m2, λ
and δ := dist (λ, σ(Hε

α,N(ζ))) > 0, σ(·) is the spectrum of an operator, χ· is the characteristic
function of a set, ∥ · ∥ is the norm of an unbounded operator in L2(Πα,N).

Two above theorems are in fact deterministic results since they are valid for each ζ. The
next two theorems provide probabilistic results. The first of them reads as follows.

Theorem 3 Let γ ∈ N, γ > 17. Then for N > N1, where N1 was defined in Theorem 1, the
interval

JN :=

 2
2

1−b

η
1

1−b

(
E(ζ

1−b
2

0 )
) 2

1−bN
8

1−b

,
c0

N
8

γ(1−b)


is non-empty and for N > N3, where N3 is a some constant depending on γ, N1, N2, η, c0,
E(ζ

1−b
2

0 ), and for ε ∈ JN the estimate

P
(
ξ ∈ Ω : Λε

α,N(ξ)− Λε 6 N− 1
2

)
6 Nn(1− 1

γ )e−c1N
n
γ

holds true, where constant c1 depends on measure µ only.

And the second probabilistic result is the initial length scale estimate.

Theorem 4 Let α ∈ Γ, γ > 17, β1, β2 ∈ Γα,N , m1, m2 > 0 be such that B1 := Πβ1,m1 ∈ Πα,N ,
B2 := Πβ2,m2 ∈ Πα,N . There exists a constant c2 > 0 independent of ε, α, N , β1, β2, m1, m2

such that for N > N3, ε ∈ JN

P
(
∀λ 6 Λε +

1

2
√
N

: ∥χB1(Hε
α,N(ξ)− λ)−1χB2∥ 6 2

√
Ne

−c2
dist (B1,B2)√

N

)
> 1−Nn(1− 1

γ )e−c1N
n
γ
,

where the same notations were used as in Theorem 3.

Let us discuss briefly the main results. Theorem 1 says that the minimum of the eigenvalue
Λε

α,N(ζ) w.r.t. ζ is attained when all ζk takes their maximal values ζk = 1. Moreover, it
provides an effective lower bound for the distance from Λε

α,N(ζ) to its minimum. The second
theorem gives a standard Combes-Thomas estimate, which states in fact the exponential
decay of the Green function for the operator Hε

α,N . These two theorems are main tools in
proving further deterministic results. The first of them, Theorem 3 states that the probability
of close location of Λε

α,N(ζ) is exponentially small as N grows. And this allows us to prove then
the initial length scale estimate in Theorem 4. As it was mentioned in the Introduction, such
estimate is the induction base for proving Anderson localization by the multiscale analysis.
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3 Proof of the main result

The proof of Theorems 1, 2, 3, 4 is based on the general results obtained in (Borisov, 2017).
First we describe briefly these results.

Let L(t), t ∈ [0, t0], be a family of linear operators

L(t) = tL1 + t2L2 + t3L3(t), (11)

where Li are bounded symmetric operators from W 2
2 (�) into L2(�). The operator L3(t) is

assumed to be bounded uniformly in t and Lipschitz continuous:∥∥(L3(t2)− L3(t1)
)
u
∥∥
L2(�)

6 C|t2 − t1|∥u∥W 2
2 (�) (12)

for all t1, t2 ∈ [0, t0], u ∈ W 2
2 (�) with a constant C independent of t1, t2, u.

Let Hδ
� be the operator

Hδ
� := −∆+ L(δ)

in L2(�) subject to the Dirichlet condition on ∂�∩∂Π and to the periodic boundary condition
on γ. As δ = 0, the operator Hδ

� becomes just a pure Laplacian subject to the above described
boundary conditions. The domain of Hδ

� consists of the functions in W̊ 2
2 (�, ∂�∩∂Π) satisfying

periodic boundary condition on γ.
The smallest eigenvalue Λ0 of Hδ

� is the smallest eigenvalue of the operator − d2

dx2
n+1

on

(0, d) subject to the Dirichlet condition. The associated eigenfunction Ψ̂0 is supposed to be
normalized as

∥Ψ0∥L2(0,d) =
1√
|�′|

. (13)

The first assumption made in (Borisov, 2017) was as follows.

(A1). The identity (L1Ψ0,Ψ0)L2(�) = 0 holds true.

This assumption implies that the equation

(H0
� − Λ0)Ψ1 = −L1Ψ0 (14)

is solvable and has a unique solution orthogonal to Ψ0 in L2(�). Hereafter by the symbol Ψ1

we denote exactly such solution.
The second assumption was

(A2). The inequality Λ2 := (Ψ1,L1Ψ0)L2(�) + (L2Ψ0,Ψ0)L2(�) < 0 holds true.

By Φ1 ∈ W̊ 2
2 (�, ∂� ∩ ∂Π) we denote the solution to the problem

(−∆−Λ0)Φ1 = −L1Ψ0 in �, Φ1 = 0 on ∂�∩ ∂Π, ∂Φ1

∂ν
= 0 on γ, (15)

orthogonal to Ψ0 in L2(�). It was shown in (Borisov, 2017) that this problem is uniquely
solvable.

The next assumptions made in (Borisov, 2017) was
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(A3). The inequality η := −Λ2 +
(
Re (Φ1 −Ψ1),ReL1Ψ0

)
L2(�)

> 0 holds true.

There was one more assumption in (Borisov, 2017). It was shown that this fourth
assumption is satisfied provided the operator L(t) is real-valued in the sense that L(t)u
is a real-valued function for real-valued u.

In our case the multiplication by the potential W (x, t) can not be represented as some
operator L(t) defined by (11). This is why we employ the approach proposed in (Borisov,
2015 : 21).

Let W1 =W1(x, ξ) be the solution to the equation

∆ξW1(x, ξ) = W0(x, ξ), ξ ∈ (0, 1)n+1 (16)

subject to periodic boundary conditions obeying the orthogonality condition:∫
(0,1)n+1

W1(x, ξ) dξ = 0, x ∈ Rn+1. (17)

It was shown in (Borisov, 2015 : 21) that this problem is uniquely solvable. We introduce
extra two functions:

W∗(x, ε) := ε−bW1

(
x,
x

ε

)
, ε > 0, W∗(x, 0) := 0, ε = 0, (18)

and

Qα,N(x, ε, ζ) := 1 +
∑

k∈Γα,N

(εζk)
2−bW∗(x

′ − k, xn+1, εζk). (19)

By Vε
α,N(ζ) we denote the operator of multiplication byQα,N(x, ε, ζ). It was shown in (Borisov,

2015 : 21) that

(
Vε
α,N(ζ)

)−1Hε
α,N(ζ)Vε

α,N(ζ) = −∆+
∑

k∈Γα,N

(εζk)
1−b

( n+1∑
j=1

Aj(x
′ − k, xn+1, εζk)

∂

∂xj
+

+ A0(x
′ − k, xn+1, εζk)

)
.

(20)

The operator in the right hand side of this identity is considered in L2(Πα,N) subject to the
same boundary conditions as Hε

α,N(ζ). The coefficients Aj, A0 are given by the formulae

Aj(x, ε) :=− ε

1 + ε2−bW∗(x, ε)

∂W∗

∂xj
(x, ε),

A0(x, ε) :=− 1

1 + ε2−bW∗(x, ε)

(
2

n+1∑
j=1

∂2W1

∂xj∂ξj

(
x,
x

ε

)
+ ε(∆xW1)

(
x,
x

ε

)
+ ε1−bW1

(
x,
x

ε

)
W∗(x, ε)

)
.
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The first two terms in the brackets in the right hand side of the formula for A0 should be
treated in the sense of the partial derivatives w.r.t. x and ξ for function W1(x, ξ) followed by
the substitution ξ = x

ε
. The functions Aj(x, ε), A0(x, ε) are bounded uniformly in x, ε and

ζk.
The right hand side of identity (20) can be represented as (11) satisfying at the same time

Assumptions (A1), (A2), (A3). Namely, the operators Li are supposed to be depending on t,
Li(t) = Li(t), and are introduced as

L1(t) :=
n+1∑
j=1

K
(1)
j (x, t)

∂

∂xj
+K

(1)
0 (x, t),

L2(t) := K
(2)
0 (x, t), L3(t) := 0,

(21)

as t > 0, where

K
(1)
j (x, t) :=

t
1

1−b

1 + t
2−b
1−bW∗(x, t

1
1−b )

∂

∂xj
W∗(x, t

1
1−b ),

K
(1)
0 (x, t) :=− 1

1 + t
2−b
1−bW∗(x, t

1
1−b )

(
2

n+1∑
j=1

∂2W1

∂xj∂ξj

(
x,

x

t
1

1−b

)
+ t

1
1−b (∆xW1)

(
x,

x

t
1

1−b

))
+ t P (t

1
1−b ),

K
(2)
0 (x, t) :=− P (t

1
1−b ) +

W1

(
x, x

t
1

1−b

)
W∗

(
x, x

t
1

1−b

)
1 + t

2−b
1−bW∗(x, t

1
1−b )

,

P (t) :=
ta−1

|�′|

∫
�

ψ2
0(xn+1)

1 + t2−bW∗(x, ε)

(
2

n+1∑
j=1

∂2W1

∂xj∂ξj

(
x,
x

t

)
+ ε(∆xW1)

(
x,
x

t

))
dx,

and for t = 0, operators Li are determined by the formulae

L1(0) :=0, L3(0) := 0,

L2(0) :=− 1

2

∫
�

dxψ2
0(xn+1)

∫
(0,1)n+1

|∇ξW1(x, ξ)|2 dξ. (22)

It is easy to make sure that under such choice of operator L(t), the perturbation in right hand
side of (20) becomes (11), if as a new small parameter we choose ε1−b, and as new random
variables we take ζ1−b

k .
The above obtained operator L(t) is not symmetric, since the operator Li are not. This

cause no big troubles since the symmetricity of these operators was employed in (Borisov,
2015 : 21) just in certain steps, which can be verified independently. The next point is that
the operators L1, L2 depend on t. In this case the technique of (Borisov, 2017) works as well,
just Assumptions (A1), (A2), (A3) are to be satisfied uniformly in t.

In (Borisov, 2017), the symmetricity of L(t) was employed to ensure the realness
of eigenvalues Λ0 and Λε

α,N(ζ). This is obviously true in our case. The next point,
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where the symmetricity was used, is the bracketing at several steps. In our case the
bracketing can be done for the original operators Hδ

� and Hε
α,N(ζ) since they are self-

adjoint and then transformation (20) should be applied. Then all the proofs from (Borisov,
2017) can be reproduced literally. This is why in our case we need just to check
Assumptions (A1), (A2),(A3) uniformly in t.

It was shown in (Borisov, 2015 : 21) that Assumption (A1) holds true for the operator L1

defined by (21). As it was proved in (Borisov, 2015 : 21, Eq. (5.15)), we have the inequality(
L2(t)Ψ0,Ψ0

)
L2(�)

= −
∫
�

dxΨ2
0(xn+1)

∫
(0,1)n+1

|∇ξW1(x, ξ)|2 dξ+O
(
t

1
1−b

)
, t→ +0. (23)

It was also proved that(
L1(t)Ψ0

)
(x, t) = t P (t

1
1−b )Ψ0(xn+1)

− Ψ0(xn+1)

1 + t
2−b
1−bW∗(x, t

1
1−b )

(
2

n+1∑
j=1

∂2W1

∂xj∂ξj

(
x,

x

t
1

1−b

)
+ t

1
1−b (∆xW1)

(
x,

x

t
1

1−b

))
.

Given such right hand in equation (14), one can construct the asymptotic expansion for its
solution Ψ1 by the multiscale method (Bakhvalov, 1984). This expansion holds true at least
in L2(�)-norm and it implies that Ψ1 = O

(
t

2
1−b

)
. Hence,

(Ψ1,L1Ψ0)L2(�) = O
(
t

2
1−b

)
, t→ 0. (24)

This identity and (23) yield(
L2(t)Ψ0,Ψ0

)
L2(�)

−
(
Ψ1,L1(t)Ψ0

)
L2(�)

6 −1

2

∫
�

dxΨ2
0(xn+1)

∫
(0,1)n+1

|∇ξW1(x, ξ)|2 dξ

that proves Assumption (A2).
As in the case of equation (14), one can construct the asymptotics for the solution to

problem (15) by the multiscale method. It gives that Φ1 = O(t
2

1−b ) in L2(�)-norm. This
identity and (24) lead us to the formula

−Λ2 +
(
Re (Φ1 −Ψ1),ReL1Ψ0

)
L2(�)

=

∫
�

dxΨ2
0(xn+1)

∫
(0,1)n+1

|∇ξW1(x, ξ)|2 dξ +O
(
t

1
1−b

)
>1

2

∫
�

dxΨ2
0(xn+1)

∫
(0,1)n+1

|∇ξW1(x, ξ)|2 dξ

for sufficiently small t. This, Assumption (A3) is satisfied.
Since the functions W0, W1 are real-valued, for each real-valued function u ∈ W 2

2 (�)
the functions L1(t)u, L2(t)u are real-valued. This ensures the fourth assumption in (Borisov,
2017).

Thus, we can apply the general results in (Borisov, 2017) to our model and it leads us to
Theorems 1, 2, 3, 4.
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4 Conclusion

One of main aims of the present paper is to show that the general results obtained previously
in [1] can be also applied to certain singular perturbations. The main tool is to employ a
non-unitary transformation of the operator, in fact, a certain mutliplication operator. This
operator is to be introduced in such a way to remove the singular perturbation from the
operator and replace it by a regular one. This approach was succesfully realized in [2] and we
show that it works perfectly for our case as well. And as our main results show, the considered
perturbation by a fast oscillating potential is negative in the sense that it shifts the spectrum
down.
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with sign-changing exponentially decaying single-site potentials», Rev. Math. Phys. Vol. 27, No. 4. (2015) : 1550007.

[28] G. Stolz «Non-monotonic random Schrödinger operators: the Anderson model», J. Math. Anal. Appl. Vol. 248, No. 1.
(2000) : 173–183.

[29] N. Ueki «On spectra of random Schrödinger operators with magnetic fields», Osaka J. Math. Vol. 31, No. 1. (1994) :
177–187.

[30] N. Ueki «Simple examples of Lifschitz tails in Gaussian random magnetic fields», Ann. Henri Poincaré Vol. 1, No. 3.
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УДК 512.56, 512.57

Сложность решеток квазимногообразий
для классов дифференциальных группоидов

Луцак С.М., докторант, Евразийский национальный университет им. Л.Н. Гумилева,
г. Астана, Республика Казахстан, +77787149316, E-mail: sveta_lutsak@mail.ru

В работе выполнено исследование сложности строения решеток (относительных) квазимно-
гообразий для классов дифференциалных группоидов. Вопрос о том, что считать сложно-
стью решетки квазимногообразий и какие решетки квазимногообразий являются сложными
согласно той или иной мере сложности, а какие - нет, изучался многими авторами. Хоро-
шо известны две меры сложности строения решеток квазимногообразий: иррациональность
(невычислимость множества всех их конечных подрешеток) и Q-универсальность. Иррацио-
нальность решетки квазимногообразий означает, что не существует алгоритма, который по
заданной конечной решетке определял бы, вложима эта решетка в рассматриваемую решетку
квазимногообразий или нет. Другая мера сложности строения решеток квазимногообразий
выражается понятием Q-универсальности. Это значит, что решетка квазимногообразий для
любого квазимногообразия конечной сигнатуры является гомоморфным образом некоторой
подрешетки рассматриваемой Q-универсальной решетки квазимногообразий. Два года назад
была установлена связь между иррациональностью и Q-универсальностью и поставлена про-
блема. Верно ли, что любой Q-универсальный класс систем фиксированной сигнатуры содер-
жит иррациональный подкласс? Существует ли не Q-универсальный класс, но, тем не менее,
являющийся иррациональным? Автором доказана выполнимость нетривиального тождества
на решетках квазимногообразий для классов дифференциалных группоидов. Установлено,
что существует континуум иррациональных классов дифференциалных группоидов, не яв-
ляющихся Q-универсальными.
Ключевые слова: решетка квазимногообразий, иррациональность, Q-универсальность.

Дифференциалды группоидтер кластары үшiн квазикөпбейне торлардың күрделiлiгi
Луцак С.М., докторант, Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетi,

Астана қ., Қазақстан Республикасы, +77787149316, Электрондық пошта: sveta_lutsak@mail.ru

Жұмыста дифференциалды группоидтер кластары үшiн квазикөпбейне торлардың күр-
делiлiгiне (салыстырмалығына) зерттеу жасалды. Мәселе квазикөпбейне торлардың күр-
делiлiгi деп ненi санау санау керек, және квазикөпбейне торлардың қайсысын күрделiлiктiң
сол немесе басқа өлшемiне сәйкес күрделi болып табылады, ал қайсылары күрделi емес болып
табылатынын көптеген авторлар зерттеген. Квазикөпбейне торлар күрделiлiгiнiң екi өлше-
мiн жақсы бiлемiз: иррационалдығы (барлық төменгi торлары жиынтығының есептелмей-
тiнi) және Q-әмбебаптығы. Квазикөпбейне торлардың иррационалдығы, тапсырылған соңғы
торы бойынша осы тор қарастырылып жатқан квазикөпбейне торларына салынатынын аны-
қтайтын алгоритмнiң жоқ дегенi. Квазикөпбейне торлар күрделiлiгiнiң екiншi өлшемi Q-
әмбебаптығы ұғымымен бiлдiрiледi. Ол квазикөпбейне торы соңғы сигнатурасының кез кел-
ген квазикөпбейнелiгi үшiн қарастырылып жатқан квазикөпбейне тордың Q-әмбебаптығы
қайсы бар төменгi торы гомоморфты бейне болып табылады дегенi. Осыдан екi жыл бұрын
иррационалдық пен Q-әмбебаптығы арасындағы байланысы анықтады және мәселе көтерiл-
дi. Белгiленген сигнатураны жүйелерiнiң кез келген Q-әмбебап класы иррационалдық тө-
менгi класына ие болғаны дұрыс па? Q-әмбебап болып табылмайтын, бiрақ, иррационалды
болып табылатын клас бар ма? Дифференциалды группоидтер кластары үшiн квазикөпбей-
нелiк торларында тревиалды емес тепе-теңдiгiнiң орындалатынын дәлелдедi. Q-әмбебаптық
болып табылмайтын дифференциалды группоидтердiң иррационалдық кластарының конти-
нуумы бар болғаны анықталды.
Түйiн сөздер: квазикөпбейне тор, иррационалдығы, Q-әмбебаптығы.
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In this work we explore the complexity of structure of (relative) quasivariety lattices for the
classes of differential groupoids. A question, what is the complexity of quasivariety lattice and
what quasivariety lattices are complex according to this or that measure of complexity and which
are not, studied by many authors. Two complexity measures of the structure of quasivariety lattices
are known: unreasonability (non-computability the set of all finite sublattices of the quasivariety
lattices) and Q-universality. Unreasonability of the quasivariety lattice means that there is no
algorithm which would determine by the given finite lattice, this lattice is embeddable into the
considered quasivariety lattice or not. Other complexity measure of the structure of quasivariety
lattices is expressed by the concept of Q-universality. It means that the quasivariety lattice for
any quasivariety of finite signature is a homomorphic image of some sublattice of the considered
Q-universal lattice of quasivarieties. Two years ago it was established a connection between
unreasonability and Q-universality; it was also posed the following problem. Does any Q-universal
class of algebraic structures of a fixed signature contain a unreasonable subclass? Is there a class
of algebraic structures which is not Q-universal but which is nevertheless unreasonable? We find
a non-trivial identity holding in quasivariety lattices for the classes of differential groupoids. It is
proved that there are continuum many unreasonable classes of the differential groupoids which are
not Q-universal.
Key words: quasivariety lattice, unreasonability, Q-universality.

1 Введение

Одной из известных проблем универсальной алгебры и теории решеток является во-
прос о том, какие решетки изоморфны решеткам квазимногообразий. Эта проблема
была поставлена в 1945 году Г. Биркгофом (Birkhoff, 1946: 310) и, независимо, в 1966
году А.И. Мальцевым (Мальцев, 1968: 217) и является актуальной по настоящее вре-
мя. Описание решеток, изоморфных решеткам квазимногообразий, получено для ряда
конкретных классов решеток (например, для алгебраических точечных решеток (Горбу-
нов, 1999, 294–299), для конечных дистрибутивных решеток (Туманов, 1983: 168-181)).
Нахождение решения проблемы Биркгофа-Мальцева в самой общей ее постановке пред-
ставляется исключительно сложной задачей. Утверждать это позволяет ряд результатов
о сложности строения решеток квазимногообразий, полученных к настоящему времени,
см. (Adams, 2004: 357–378), (Nurakunov, 2012а: 3, 10-12, 14), (Нуракунов, 2014: 395–399),
(Швидефски, 2015: 392, 393–395), а также (Горбунов, 1999: 271–274, 291–300). Тем не ме-
нее, изучение проблемы Биркгофа-Мальцева для конкретных классов алгебраических
систем представляет интерес и заслуживает внимания.

В настоящей работе продолжено изучение сложности строения решеток квазимно-
гообразий. Объектом исследования являются решетки (относительных) квазимногооб-
разий для классов дифференциальных группоидов, а предметом исследования — слож-
ность этих решеток, которая характеризуется с различных точек зрения. А именно,
рассматриваются две меры сложности строения решеток квазимногообразий: иррацио-
нальность (или невычислимость множества всех их конечных подрешеток) и Q-универ-
сальность.

Решетка квазимногообразий Lq(K) для класса K алгебраических систем фиксиро-
ванной сигнатуры называется иррациональной, если множество всех конечных подре-
шеток решетки квазимногообразий Lq(K) невычислимо, т. е. не существует алгоритма,
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который по заданной конечной решетке определял бы, вложима эта решетка в рас-
сматриваемую решетку квазимногообразий Lq(K) или нет. В этом случае сам класс
K тоже будем называть иррациональным. Эта концепция сложности строения реше-
ток квазимногообразий была введена К. Херрманном в 2007 году и развита в работах
А.М. Нуракунова (Nurakunov, 2012а: 1–17), (Nurakunov, 2012б: 391–393), (Нуракунов,
2012: 480–482), (Нуракунов, 2014: 395–399). Первые примеры иррациональных квазим-
ногообразий (а именно, квазимногообразия унаров и точечных абелевых групп) были
построены им же в работах (Nurakunov, 2012а: 3, 10-12, 14), (Нуракунов, 2014: 393, 395–
399). Существование иррациональных квазимногообразий говорит о том, что решетки
квазимногообразий могут иметь чрезвычайно сложное строение.

Другая мера сложности строения решеток квазимногообразий была введена М.В. Са-
пиром в 1985 г. в работе (Sapir, 1985: 172) и выражается понятием Q-универсальности.
Согласно М.В. Сапиру, квазимногообразие K является Q-универсальным, если для лю-
бого квазимногообразия K′ конечной сигнатуры решетка Lq(K′) является гомоморфным
образом некоторой подрешетки в решетке Lq(K) (Sapir, 1985: 172). В этом случае решет-
ка квазимногообразий Lq(K) также называется Q-универсальной; она не удовлетворяет
никакому нетривиальному решеточному тождеству. Сейчас известно очень много раз-
личных Q-универсальных квазимногообразий и число таких примеров постоянно растет,
см. обзорную работу (Adams, 2004: 357–378), а также (Горбунов, 1999: 271–274).

Классы (квазимногообразия) дифференциальных группоидов узучались в работе
(Schwidefsky, 2014: 1111–1117), см. также работы А.В. Кравченко (Kravchenko, 2008: 11–
17), (Кравченко, 2009: 26–39), (Кравченко, 2012а: 89–99), (Кравченко, 2012б: 201–207).
Дифференциальным группоидом называется алгебра с одной бинарной операцией, удо-
влетворяющая тождествам (символ · обозначает бинарную операцию):

1. ∀x [x · x = x]

2. ∀x ∀y ∀z ∀t [(x · y) · (z · t) = (x · z) · (y · t)]

3. ∀x ∀y [x · (x · y) = x]

В работе (Schwidefsky, 2014: 1116) было показано, что существует иррациональный класс
K дифференциальных группоидов, а в работе (Kravchenko, 2008: 13) доказана Q-универ-
сальность класса дифференциальных группоидов. Также, в работе (Schwidefsky, 2014:
1121) было доказано, что класс K всех систем сигнатуры σ является Q-универсаль-
ным тогда и только тогда, когда он содержит иррациональный подкласс K′, т. е такой
подкласс K′, что множество всех конечных подрешеток решетки Lq(K′) невычислимо.
Таким образом, была установлена связь между двумя рассмотренными выше мерами
сложности. Вследсвие чего, возникла следующая проблема (Schwidefsky, 2014: 1124),
(Швидефски, 2015: 395). Верно ли, что любой Q-универсальный класс K систем фик-
сированной сигнатуры содержит иррациональный подкласс? Существует ли иррацио-
нальный класс K, не являющийся Q-универсальным? Ответ на первый вопрос был дан
в работе (Швидефски, 2015: 392).

Автором найдены примеры не Q-универсальных классов алгебраических систем, для
которых множества всех конечных подрешеток их решеток квазимногообразий невычис-
лимы. А именно, доказано существование континуума иррациональных классов диффе-
ренциальных группоидов, не являющихся Q-универсальными, см. теоремы 2 и 3.
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2 Обзор литературы

Вопрос о том, какие решетки изоморфны решеткам квазимногообразий, поставлен в
работах (Birkhoff, 1946: 310), (Мальцев, 1968: 217). В настоящее время эту проблему на-
зывают проблемой Биркгофа-Мальцева; результаты и обсуждения, касательно данной
проблемы, см. в (Adams, 2004: 357–378), (Швидефски, 2015: 382–383, 393–395), (Горбу-
нов, 1999: 271–274, 291–300).

Изучению свойств решеток, изоморфных решеткам квазимногообразий алгебраиче-
ских систем, посвящено огромное количество работ, см. библиографию в настоящей ра-
боте и в (Adams, 2004: 372–378), (Швидефски, 2015: 382–383, 395–398), (Горбунов, 1999:
339–365). Среди них можно отметить работы А.И. Мальцева (Мальцев, 1970: 385), Г.
Гретцера (Gratzer, 1978: 415–417), В.А. Горбунова (Горбунов, 1995а: 142–168), (Горбу-
нов, 1995б: 369–397), (Горбунов, 1995в: 646–666), (Горбунов, 1999: 349–351), В.И. Тума-
нова (Туманов, 1983: 168–181), (Горбунов, 1982: 12–44), М. Адамса и В. Дзебяка (Adams,
2004: 357–378), (Adams, 1994а: 1053–1059), (Adams, 1994б: 181–210), (Adams, 1994в: 15–
28), (Adams, 2001: 253–283), (Adams, 2002а: 7–11), (Adams, 2002б: 333–356), М.В. Са-
пира (Sapir, 1985: 172–180), А.М. Нуракунова (Nurakunov, 2012а: 1–17), (Nurakunov,
2012б: 391–393), (Nurakunov, 2012в: 167–179), (Нуракунов, 2012: 480–482), (Нуракунов,
2014: 372–400), А.В. Кравченко (Kravchenko, 2002: 311–325), (Kravchenko, 2008: 11–17),
(Kravchenko, 2016: 388–394), (Кравченко, 2001: 113–127), (Кравченко, 2009: 26–39), (Кра-
вченко, 2012а: 89–99), (Кравченко, 2012б: 201–207), М.В. Швидефски (Schwidefsky, 2014:
1099–1126), (Швидефски, 2015: 381–398), (Семенова, 2012: 1111–1132) и других.

В настоящее время сущетвует несколько подходов к понятию сложности решеток
квазимногообразий. Понятие Q-универсальной решетки квазимногообразий введено в
работе (Sapir, 1985: 172), где также была доказана Q-универсальность квазимногообра-
зия, порожденного одной полугруппой. Примеры Q-универсальных классов алгебраиче-
ских систем можно найти в работах (Adams, 2004: 357–378), (Швидефски, 2015: 393–395),
(Adams, 1994а: 1053–1059), (Adams, 2001: 253–283), (Adams, 2002б: 333–356), (Kravchenko,
2002: 311–325), (Kravchenko, 2008: 11–17), (Нуракунов, 2014: 372–400), (Schwidefsky, 2014:
1124), (Sheremet, 2001: 193–201), (Горбунов, 1999: 271–274) и других. В работе М.Е. Адам-
са и В. Дзебяка (Adams, 1994а: 1056) найдены достаточные условия Q-универсальности;
эти условия получили обобщение в работе (Швидефски, 2015: 391). Кроме того, бы-
ла установлена взаимосвязь между сигнатурой σ и наличием у класса K(σ) всех си-
стем этой сигнатуры свойства Q-универсальности. А именно, класс K(σ) является Q-
универсальным тогда и только тогда, когда σ содержит либо по крайней мере бинарный
предикатный символ, либо по крайней мере унарный функциональный символ, либо σ
является, по крайней мере, счетной, см. рукопись В. Дзебяка (Dziobiak, 1997: proposition
4.4) и работу (Schwidefsky, 2014: 1121–1123).

Понятие иррациональной решетки дано в работе (Nurakunov, 2012а: 2). Примеры
классов, для которых множества всех конечных подрешеток их решеток квазимно-
гообразий невычислимы, были построены в работах (Nurakunov, 2012а: 3, 10-12, 14),
(Nurakunov, 2012б: 391–393), (Nurakunov, 2012в: 168–170), (Нуракунов, 2012: 480–482),
(Нуракунов, 2014: 393, 395–399), (Schwidefsky, 2014: 1110–1111, 1116–1117, 1119–1120),
(Семенова, 2012: 1129–1131). Взаимосвязь между Q-универсальностью класса K(σ) всех
систем сигнатуры σ и существованием у него иррационального подкласса установлена
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в работе (Schwidefsky, 2014: 1121).
Вопросы о том, верно ли, что любой Q-универсальный класс K систем фиксирован-

ной сигнатуры содержит иррациональный подкласс; и о существовании иррациональ-
ного класса K, не являющегося Q-универсальным, поставлены в работах (Schwidefsky,
2014: 1124), (Швидефски, 2015: 395). Положительный ответ на первый вопрос для по-
чти всех известных к настоящему моменту Q-универсальных квазимногообразий дан в
работе (Швидефски, 2015: 392).

Классы дифференциальных группоидов рассматривались в работах (Schwidefsky,
2014: 1111–1117), (Kravchenko, 2008: 11–17), (Кравченко, 2009: 26–39), (Кравченко, 2012а:
89–99), (Кравченко, 2012б: 201–207). Имеется результат о существовании класса K диф-
ференциальных группоидов, для которого множество всех конечных подрешеток ре-
шетки квазимногообразий Lq(K) невычислимо (Schwidefsky, 2014: 1116–1117). Q-универ-
сальность класса дифференциальных группоидов доказана в работе (Kravchenko, 2008:
13). Таким образом, выполненный обзор опубликованных на сегодняшний день статей
(и других источников, см. библиографию к настоящей работе) по теме исследования
свидетельствует об отсутствии в изученной литературе факта о существовании ирраци-
ональных и одновременно не Q-универсальных классов дифференциальных группоидов.

Отметим также, что нетривиальное теоретико-решеточное тождество Hn, n ∈ Z+

было рассмотрено в работе (Semenova, 2003: 554, 556).

3 Материал и методы

Напомним некоторые основные понятия и общепринятые обозначения из теории реше-
ток и универсальной алгебры. За всеми понятиями, здесь не определенными, мы отсыла-
ем читателя к книгам В.А. Горбунова (Горбунов, 1999: 1–69, 93–109, 125–138, 205–300),
А.И. Мальцева (Мальцев, 1970: 9–88, 129–137, 183–189, 267–299), см. также А.В Кра-
вченко (Кравченко, 2011: 7–73), S. Burris, H.P. Sankappanavar (Burris, 1981: 5–110), G.
Grätzer (Grätzer, 1978: 15–52).

Для нижней полурешетки с наибольшим элементом L = ⟨L;∧; 1⟩ обозначим через
S∧(L) решетку всех нижних подполурешеток в L, содержащих 1L. Для любых двух
подполурешеток L0, L1 ∈ S∧(L) множество L0 + L1 = {l0 ∧ l1 | l0 ∈ L0, l1 ∈ L1} явля-
ется наименьшей нижней подполурешеткой в L, содержащей L0 ∪ L1; т. е. решеточным
объединением L0 и L1 в S∧(L).

Все рассматриваемые классы алгебраических систем мы считаем абстрактными (Гор-
бунов, 1999: 6), (Мальцев, 1970: 207), т. е. замкнутыми относительно изоморфизмов. Обо-
значим через K(σ) класс всех систем сигнатуры σ; через S(K) класс всех систем из K(σ),
изоморфных подсистемам систем из K (Горбунов, 1999: 24). Пусть K′ ⊆ K ⊆ K(σ).
Тогда K′ называется K-квазиэквациональным, если K′ = K ∩ Mod(Σ) для некоторо-
го множества Σ квазитождеств сигнатуры σ (Горбунов, 1999: 117). Очевидно, K′ яв-
ляется K-квазиэквациональным (K-квазимногообразием или относительным квазимно-
гообразием), тогда и только тогда, когда K′ = K ∩ Q(K′), где Q(K′) — наименьшее
квазимногообразие, содержащее класс K′ (Швидефски, 2015: 384). Множество всех K-
квазиэквациональных подклассов, упорядоченное по включению, образует полную ре-
шетку, которая называется решеткой квазимногообразий для K или просто решеткой
относительных квазимногообразий, когда K легко восстанавливается из контекста, и
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обозначается Lq(K) (Горбунов, 1999: 205), (Швидефски, 2015: 384).
При доказательстве основного результата используются методы универсальной ал-

гебры и теории решеток: в частности, метод построения классов, обладающих опреде-
ленными свойствами, развитый в работах А.М. Нуракунова (Nurakunov, 2012а: 1–17),
(Nurakunov, 2012в: 167–179), (Нуракунов, 2014: 372–400), и теоретико-решеточные ме-
тоды из работ (Schwidefsky, 2014: 1099–1126), (Семенова, 2012: 1111–1132), (Швидеф-
ски, 2015: 381–398). Нам потребуются достаточное условие невычислимости множества
всех конечных подрешеток данной решетки (Нуракунов, 2014: 396, утверждение 5.2),
и утверждение о существовании класса дифференциальных группоидов (Schwidefsky,
2014: 1115, proposition 4.9).

Лемма 1 (Нуракунов, 2014: 396, утверждение 5.2) Пусть L и F — множества, первое
из которых вычислимо. Если множество L∩F невычислимо, то множество F также
невычислимо.

Заметим, что запись A ≤s

∏
n∈N An означает, что система A является подпрямым

произведением семейства систем An, n ∈ N . Через ω мы обозначаем множество нату-
ральных чисел.

Теорема 1 (Schwidefsky, 2014: 1115, proposition 4.9) Пусть Kn — конечная нетриви-
альная решетка для любого n ∈ N ⊆ ω. Тогда существует класс K дифференциальных
группоидов, такой что Lq(K) ≤s

∏
n∈N S∧(Kn).

Дополнительно, будем использовать две леммы из работы А.М. Нуракунова
(Nurakunov, 2012а: 13, lemmas 17, 18) о свойствах решеток S∧(Ln), где Ln (для любого
2 < n < ω) — конечная нижняя полурешетка с наибольшим элементом типа “корона”.

Лемма 2 (Nurakunov, 2012а: 13, lemma 17) Решетка S∧(Ln) подпрямо неразложима
для любого 2 < n < ω.

Лемма 3 (Nurakunov, 2012а: 13, lemma 18) Решетка S∧(Ln) вложима в S∧(Lm) тогда
и только тогда, когда n = m (для любых 2 < n,m < ω).

Также нам потребуется лемма (Semenova, 2003: 554, lemma 5.2) о выполнимости опре-
деленных неравенств в решетках.

В следующем пункте мы доказываем основные теоремы 2 и 3. В теореме 2 утвержда-
ется существование иррационального класса K дифференциальных группоидов, кото-
рый, тем не менее, не является Q-универсальным. Заметим, что теорема 2 доказывается
без привлечения методологии AD-классов. Схема доказательства теоремы 2 следующая.
Сначала, используя теорему 1, показываем, что существует класс K дифференциаль-
ных группоидов, такой что Lq(K) ≤s

∏
n∈N S∧(Ln). Затем, используя лемму 1, уста-

навливаем, что этот класс K является иррациональным, т. е. множество всех конечных
подрешеток решетки Lq(K) невычислимо. Далее доказываем, что решетка

∏
n∈N S∧(Ln)

удовлетворяет нетривиальному решеточному тождеству H3 (определено ниже, в ходе до-
казательства теоремы 2). Тогда, это тождество будет выполняться и на решетке Lq(K),
поскольку тождества устойчивы относительно перехода к подсистемам (Мальцев, 1970:
189). Следовательно, класс K не будет Q-универсальным, т. к. хорошо известно, что
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Q-универсальные решетки квазимногообразий не удовлетворяют никакому нетривиаль-
ному решеточному тождеству (Горбунов, 1999: 273).

В теореме 3 утверждается существование континуума иррациональных классов K
дифференциальных группоидов, не являющихся Q-универсальными. При доказатель-
стве этой теоремы используется факт о том, что число подмножеств счетного множества,
являющихся невычислимыми, континуально; с учетом которого, утверждение теоремы
3 будет следовать из теоремы 2.

4 Результаты и обсуждение

Теорема 2 Существует иррациональный класс K дифференциальных группоидов, не
являющийся Q-универсальным.

Доказательство теоремы 2. Пусть множество N ⊆ ω \ {0, 1, 2} невычислимое и {Ln |
n ∈ N} — класс конечных нижних полурешеток с наибольшим элементом типа “корона”
(см. рис. 1).
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Рисунок 1 – “Корона” Ln

Согласно теореме 1, примененной к классу {Ln | n ∈ N}, существует класс K диф-
ференциальных группоидов, такой что Lq(K) ≤s

∏
n∈N S∧(Ln).

Решетка S∧(Ln) подпрямо неразложима для любого n > 2, согласно лемме 2. Решетка
S∧(Ln) вложима в S∧(Lm) тогда и только тогда, когда n = m (для любых n,m > 2),
согласно лемме 3. Пусть L = {S∧(Ln) | n > 2} и M = {S∧(Ln) | n ∈ N}. Решетка
S∧(Lm) вложима

∏
n∈N S∧(Ln) в точности тогда, когда m ∈ N , и, следовательно, решетка

S∧(Lm) вложима в Lq(K) тогда и только тогда, когда m ∈ N , т. е. S∧(Lm) ∈ M. Тогда,
M = L ∩ S(Lq(K)). Значит, решетка Lq(K) такова, что множество всех ее конечных
подрешеток невычислимо, согласно лемме 1.

Далее покажем, что решетка
∏

n∈N S∧(Ln) удовлетворяет нетривиальному тождеству
H3. Отметим, что тождество Hn было рассмотрено в работе (Semenova, 2003: 554, 556) и
имеет вид:

Un =
∨

0≤i≤n−1

Vi,n ∨
∨

0≤i≤n−2

Wi,n,

где решеточные термы от переменных x0, x1, . . . , xn, x
′
1, . . . , x

′
n определены следующим

образом:
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Un = U0,n

Un,n = xn

Ui,n = xi ∧ (Ui+1,n ∨ x′i+1), 0 ≤ i ≤ n− 1

Vi,n = Vi,0,n, 0 ≤ i ≤ n− 1

Vi,i,n = (xi ∧ Ui+1 ,n) ∨ (xi ∧ x ′
i+1 ), 0 ≤ i ≤ n− 1

Vi,j,n = xj ∧ (Vi,j+1,n ∨ x′j+1), 0 ≤ j < i ≤ n− 1

Wi,n =Wi,0,n, 0 ≤ i ≤ n− 2

Wi,i,n = xi ∧ (x′i+1 ∨ x′i+2) ∧ ((Ui+1,n ∧ (xi ∨ x′i+2)) ∨ x′i+1), 0 ≤ i ≤ n− 2

Wi,j,n = xj ∧ (Wi,j+1,n ∨ x′j+1), 0 ≤ j < i ≤ n− 2.

Если n = 3, то тождество H3 запишется так:

U3 =
∨

0≤i≤2

Vi,3 ∨
∨

0≤i≤1

Wi,3

или

U3 = (V0,3 ∨ V1,3 ∨ V2,3) ∨ (W0,3 ∨W1,3),

где решеточные термы имеют вид:

U3 = U0,3,
U0,3 = x0 ∧ (U1,3 ∨ x′1),
U1,3 = x1 ∧ (U2,3 ∨ x′2),
U2,3 = x2 ∧ (U3,3 ∨ x′3),
U3,3 = x3.

V0,3 = V0,0,3,
V0,0,3 = (x0 ∧ U1,3) ∨ (x0 ∧ x ′

1 ).
V1,3 = V1,0,3,
V1,0,3 = x0 ∧ (V1,1,3 ∨ x′1),
V1,1,3 = (x1 ∧ U2 ,3 ) ∨ (x1 ∧ x ′

2 ).
Тогда V1,3 = x0 ∧ (((x1 ∧ U2,3) ∨ (x1 ∧ x′2)) ∨ x′1).

V2,3 = V2,0,3,
V2,0,3 = x0 ∧ (V2,1,3 ∨ x′1),
V2,1,3 = x1 ∧ (V2,2,3 ∨ x′2),
V2,2,3 = (x2 ∧ U3,3) ∨ (x2 ∧ x′3).
Тогда V2,3 = x0 ∧ ((x1 ∧ (((x2 ∧ x3) ∨ (x2 ∧ x′3)) ∨ x′2)) ∨ x′1).

W0,3 =W0,0,3,
W0,0,3 = x0 ∧ (x′1 ∨ x′2) ∧ ((U1,3 ∧ (x0 ∨ x′2)) ∨ x′1).

W1,3 =W1,0,3,
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W1,0,3 = x0 ∧ (W1,1,3 ∨ x′1),
W1,1,3 = x1 ∧ (x′2 ∨ x′3) ∧ ((U2,3 ∧ (x1 ∨ x′3)) ∨ x′2).

Обозначим

V3 = (V0,3 ∨ V1,3 ∨ V2,3) ∨ (W0,3 ∨W1,3).

Тогда H3, выполнимость которого следует проверить, примет вид: U3 = V3.
Сначала покажем, что решетка S∧(Ln) для любого n ∈ N удовлетворяет тождеству

H3. Согласно (Semenova, 2003: 554, lemma 5.2), следующие неравенства выполняются в
каждой решетке (n ∈ Z+):

Vi,n ≤ Un, (0 ≤ i ≤ n− 1); Wi,n ≤ Un, (0 ≤ i ≤ n− 2).

Если n = 3, то Vi,3 ≤ U3, (0 ≤ i ≤ 2); Wi,3 ≤ U3, (0 ≤ i ≤ 1).

Тогда V3 ≤ U3. Осталось доказать, что U3 ≤ V3. Все переменные (термы) x0, x1, x2, x3,
x′1, x′2, x′3 интерпретируем как подполурешетки “короны” Ln, содержащие наибольший
элемент 1Ln , — соответственно X0, X1, X2, X3, X ′

1, X ′
2, X ′

3.
Пусть произвольно взятый элемент a0 ∈ Ln \ {1Ln} лежит в U3. Заметим, что если

в качестве a0 взять наибольший элемент 1Ln , то включение U3 ≤ V3, очевидно, будет
выполняться, поскольку все рассматриваемые подполурешетки "короны" Ln содержат
1Ln . В дальнейшем вместо a0 ∈ Ln \ {1Ln} будем использовать запись a0 ∈ Ln.

Тогда a0, с одной стороны, лежит в X0, которая является подполурешеткой в Ln, а,
с другой стороны, — в U1,3 +X ′

1. Если элемент a0 ∈ Ln лежит в U1,3 +X ′
1, то найдутся

элементы a1 ∈ U1,3 и b1 ∈ X ′
1, такие что a0 = a1 ∧ b1. Если a0 = a1 или a0 = b1, то

a0 ∈ (X0 ∩ U1,3) ∪ (X0 ∩ X ′
1). Таким образом, a0 ∈ Ln лежит в V0,3, а, следовательно,

принадлежит V3.
Если пересечение строгое: a0 = a1∧b1, a0 < a1, a0 < b1, то из условия a1 ∈ U1,3 следует,

что элемент a1, с одной стороны, лежит в X1, которая является подполурешеткой в Ln,
а, с другой стороны, — в U2,3 + X ′

2. Если элемент a1 лежит в U2,3 + X ′
2, то найдутся

элементы a2 ∈ U2,3 и b2 ∈ X ′
2, такие что a1 = a2 ∧ b2. Если a1 = a2 или a1 = b2, то

a1 ∈ (X1∩U2,3)∪(X1∩X ′
2). Тогда, если a0 ∈ X0 и a0 = a1∧b1, где a1 ∈ (X1∩U2,3)∪(X1∩X ′

2)
и b1 ∈ X ′

1, то элемент a0 ∈ Ln лежит в V1,3, а, следовательно, принадлежит V3.
Если вновь пересечение строгое: a1 = a2∧ b2, a1 < a2, a1 < b2, то из условия a2 ∈ U2,3,

следует, что элемент a2, с одной стороны, лежит в X2, которая является подполуре-
шеткой в Ln, а, с другой стороны, — в X3 + X ′

3. Если элемент a2 лежит в X3 + X ′
3, то

найдутся элементы a3 ∈ X3 и b3 ∈ X ′
3, такие, что a2 = a3 ∧ b3. Если a2 = a3 или a2 = b3,

то a2 ∈ (X2 ∩X3) ∪ (X2 ∩X ′
3). Тогда, если a0 ∈ X0 и a0 = a1 ∧ b1, где b1 ∈ X ′

1, а a1 ∈ X1

и a1 = a2 ∧ b2, где a2 ∈ (X2 ∩X3) ∪ (X2 ∩X ′
3), b2 ∈ X ′

2, то элемент a0 ∈ Ln лежит в V2,3,
а, следовательно, принадлежит V3.

Когда пересечение строгое: a2 = a3∧ b3, a2 < a3, a2 < b3, получим, что a0 ∈ X0 и a0 =
a1∧b1, где b1 ∈ X ′

1, а a1 ∈ X1 и a1 = a2∧b2, где b2 ∈ X ′
2, a2 ∈ X2 и a2 = a3∧b3, где a3 ∈ X3

и b3 ∈ X ′
3. Представим этот случай на диаграмме. Получим цепь a0 − a1 − a2 − a3 − 1Ln

(a0 < a1, a1 < a2, a2 < a3) длины 4 (см. рис. 2), что противоречит тому, что в “короне”
Ln длина максимальной цепи равна 3.
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Рисунок 2 – Получившаяся цепь длины четыре в “короне” Ln

Таким образом, неравенство U3 ≤ V3 имеет место. Следовательно, тождество H3

выполняется на S∧(Ln) для любого n ∈ N . Тогда
∏

n∈N S∧(Ln) тоже будет удовлетво-
рять H3, поскольку тождества мультипликативно устойчивы (Мальцев, 1970: 189). Зна-
чит, H3 будет выполнятся и на Lq(K), поскольку тождества устойчивы относительно
перехода к подсистемам (Мальцев, 1970: 189). Известно (Горбунов, 1999: 273), что Q-
универсальные решетки квазимногообразий не удовлетворяют никакому нетривиально-
му решеточному тождеству. Поэтому класс K дифференциальных группоидов не будет
Q-универсальным. Теорема 2 доказана.

Теорема 3 Существует континуум иррациональных классов K дифференциальных
группоидов, не являющихся Q-универсальными.

Доказательство теоремы 3. Утверждение данной теоремы следует из теоремы 2 и из
того факта, что число подмножеств N ⊆ ω \ {0, 1, 2} счетного множества ω \ {0, 1, 2},
являющихся невычислимыми, континуально. Теорема 3 доказана.

В литературе есть примеры иррациональных классов (Nurakunov, 2012а: 3, 10-12, 14),
(Nurakunov, 2012б: 391–393), (Nurakunov, 2012в: 168–170), (Нуракунов, 2012: 480–482),
(Нуракунов, 2014: 393, 395–399), (Schwidefsky, 2014: 1110–1111, 1116–1117, 1119–1120),
(Семенова, 2012: 1129–1131), очень много примеров Q-универсальных классов алгебра-
ических систем (Adams, 2004: 357–378), (Швидефски, 2015: 393–395), (Adams, 1994а:
1053–1059), (Adams, 2001: 253–283), (Adams, 2002б: 333–356), (Kravchenko, 2002: 311–
325), (Kravchenko, 2008: 11–17), (Нуракунов, 2014: 372–400), (Schwidefsky, 2014: 1124),
(Sheremet, 2001: 193–201), (Горбунов, 1999: 271–274); ставился вопрос, влечет ли наличие
у класса свойства Q-универсальности его иррациональность, и наоборот (Schwidefsky,
2014: 1124), (Швидефски, 2015: 395). Теоремы 2 и 3, доказанные выше, указывают на
факт о существовании иррациональных решеток квазимногообразий, которые, однако,
не являются Q-универсальными. Таким образом, найдены решетки квазимногообразий,
которые, согласно одной мере, являются сложными, а, согласно другой мере сложно-
сти, — нет. Результат теорем 2 и 3 представляют интерес для специалистов по теории
квазимногообразий.
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5 Заключение

Вопрос о сложности строения производных решеток, в частности решеток квазимного-
образий, изучался многими авторами (см., например, библиографию в настоящей работе
и в (Adams, 2004: 372–378), (Швидефски, 2015: 395–398), (Горбунов, 1999: 339–365)) и
отчасти является философским. Где лежит грань между сложным и несложным? Что
считать сложностью решетки квазимногообразий? Хорошо известны две меры слож-
ности строения решеток квазимногообразий: Q-универсальность и иррациональность
(невычислимость множества всех их конечных подрешеток). Отметим, что наличие в
решетках квазимногообразий континуума так называемых «плохих» элементов, т. е. эле-
ментов, не имеющих покрытий, также говорит о сложности строения этих решеток; в
этом случае сущетвует континуум подквазимногообразий данного квазимногоообразия
K, не имеющих независимого базиса квазитождеств относительно K.

Автором изучается вопрос о связи двух свойств решеток квазимногообразий, ха-
рактеризующих с различных точек зрения сложность строения таких решеток. Первое
из них, Q-универсальность, свидетельствует о максимальной сложности в теоретико-
решеточном смысле, а второе, иррациональность (невычислимость множества всех ко-
нечных подрешеток решеток квазимногообразий), говорит об алгоритмической сложно-
сти. Естественным представляется вопрос о существовании классов, обладающих одним
из этих свойств, но не обладающих другим. Ранее (Швидефски, 2015: 392) установлено,
что для почти любого Q-универсального квазимногообразия можно найти иррациональ-
ный подкласс и поставлен вопрос о существовании иррационального класса, не являю-
щегосяQ-универсальным (Schwidefsky, 2014: 1124), (Швидефски, 2015: 395). Автором по-
казано, что существует континуум классов дифференциальных группоидов, таких, что
решетки квазимногообразий для этих классов являются иррациональными (т. е слож-
ными согласно одной мере сложности), но, при этом, не являются Q-универсальными.
Таким образом, установлено, что, наличие у решетки квазимногообразий для рассмат-
риваемых классов одного из упомянутых выше свойств (а именно, иррациональности)
не является необходимым и достаточным условием сложности решетки согласно кон-
цепции Q-универсальности. Полученные результаты имеют теоретический характер и
могут быть применены в дальнейших исследованиях в области универсальной алгебры.
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The numerical solution of the initial and boundary value problem for
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The Boltzmann equation is a complex integral-differential equation and the basis of the kinetic
theory of gases. It describes the behavior of a rarefied gas in space of time and velocity. It is used to
the study of electron transport in solids and plasmas, neutron transport in nuclear reactors, in the
tasks of remote sensing of the Earth from Space. The moment method is one of effective methods for
solution of the Boltzmann equation. The system of Boltzmann’s moment equations is intermediate
between kinetic and hydrodynamic levels of description of state of the rarefied gas and form class
of nonlinear partial differential equations. If particle distribution function will be decomposed into
an Fourier series on complete orthogonal system of functions, then Boltzmann’s equation will be
equivalent to an infinite system of partial differential equations relative to the moments of the
particle distribution function in the complete system of eigenfunctions of linearized operator. But
solving infinite system of differential equations impossible. Therefore, an approximate solution of
the initial and boundary value problem for the Boltzmann equation can be determined by the
moment method. This article describes the one-dimensional nonlinear nonstationary Boltzmann’s
moment system equations in the third approximation, which a hyperbolic system of partial
differential equations and contains six equations for the moments of the particle distribution
function. And formulates the statement of the initial and boundary value problem for the
Boltzmann’s moment system equations in the third approximation and shows the results of the
numerical solution with the Vladimirov-Marshak boundary conditions.
Key words: Boltzmann’s six moment system equations, Vladimirov-Marshak boundary
conditions, particle distribution function.

Владимиров-Маршак шеттiк шарттарымен Больцманның бiр өлшемдi сызықсыз
алты-моменттiк теңдеулер жүйесi үшiн алғашқы-шеттiк есептiң сандық шешiмi

Сақабеков Ә., ф.-м.ғ.д., профессор, Қ.И.Сәтбаев атындағы Қазақ ұлттық техникалық университетi,
Алматы қ., Қазақстан республикасы, +77772255722, E-mail: auzhani@gmail.com

Тлеуова Ғ.Н., магистрант, Әл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университетi, Алматы қ., Қазақстан
республикасы, +77715258453, E-mail: gaynyt@gmail.com

Больцман теңдеуi - күрделi интеграл-дифференциал теңдеу және газдардың кинетикалық
теориясының негiзi. Уақыт және жылдамдық бойынша кеңiстiктегi сиретiлген газдың күйiн
сипаттайды. Қатты дене және плазмадағы электрондардың тасымалдануын, ядролық реак-
торлардағы нейтрондардың тасымалдануын және ғарыштан Жердi қашықтықтан зерттеу
жұмыстарында қолданылады. Больцман теңдеуiн шешудiң тиiмдi әдiстерiнiң бiрi моменттiк
әдiс болып табылады. Больцман моменттiк теңдеулерiнiң жүйесi сиретiлген газдың күйiн
сипаттауда кинетикалық және гидродинамикалық деңгейлердiң аралығында жатқан дербес
туындылы сызықты емес теңдеулер класын құрайды.
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Егер бөлшектердiң үлестiрiм функциясы толық ортогонал функциялар жүйесi бойынша Фу-
рье қатарына жiктелсе, онда Больцман теңдеуi жiктеу коэффициенттерiне сай сызықты опе-
ратордың өзiндiк функцияларының толықтығынан дербес туындылы дифференциалдық тең-
деулердiң шексiз жүйесiнiң баламасы болады. Бiрақ дифференциалдық теңдеулердiң шексiз
жүйесiн шешу мүмкiн емес. Сондықтан Больцман теңдеуi үшiн бастапқы-шеттiк есептiң жуы-
қталған шешiмiн табу үшiн моменттiк әдiстi қолданамыз. Бұл мақалада дербес туындылы
сызықсыз гиперболалық дифференциалдық теңдеулер класына жататын және алты дербес
туындылы сызықсыз дифференциалдық теңдеуден тұратын Больцманның алты-моменттiк
теңдеулердiң жүйесi қарастырылған. Больцманның бiр өлшемдi сызықсыз алты-моменттiк
теңдеулер жүйесi үшiн алғашқы-шеттiк есептiң қойылымы келтiрiлiп, Владимиров-Маршак
жалпылынған шарттарымен осы жүйенiң сандық шешiмiнiң нәтижелерi көрсетiлген.
Түйiн сөздер: Больцманның алты-моменттiк теңдеулер жүйесi, Владимиров-Маршак жал-
пыланған шарттары, бөлшектердiң үлестiрiм функциясы.

Численное решение начально-краевой задачи для одномерной нестационарной
нелинейной шестимоментной системы уравнений Больцмана при граничных

условиях Владимирова-Маршака
Сакабеков А., д.ф.-м.н., профессор, Казахский национальный технический университет им.
К.И.Сатпаева, г.Алматы, Республика Казахстан, +77772255722, E-mail: auzhani@gmail.com

Тлеуова Ғ.Н., магистрант, Казахский национальный университет им. аль-Фараби, г.Алматы,
Республика Казахстан, +77715258453, E-mail: gaynyt@gmail.com

Уравнение Больцмана - сложное интегро-дифференциальное уравнение и основа кинетиче-
ской теории газов. Оно описывает состояние разряженного газа в пространстве по времени
и скоростям. Применяется для изучения переноса электронов в твердых телах и плазме,
переносе нейтронов в ядерных реакторах, в задачах дистанционного зондирования Земли
из космоса. Одним из эффективных методов решения уравнения Больцмана является мо-
ментный метод. Система моментных уравнений Больцмана является промежуточной между
кинетическим и гидродинамическими уровнями описания состояния разряженного газа и об-
разует класс нелинейных уравнений в частных производных. Если функция распределения
частиц будет разложена в ряд Фурье по полной ортогональной системе функций, то уравне-
ние Больцмана окажется эквивалентным бесконечной системе дифференциальных уравнений
в частных производных относительно коэффициентов разложения в силу полноты системы
собственных функций линеаризованного оператора. Но решить бесконечную систему диф-
ференциальных уравнений невозможно. Поэтому для нахождения приближенного решения
начально-краевой задачи для уравнения Больцмана применяем моментный метод. В данной
статье рассмотрена одномерная нелинейная нестационарная система моментных уравнений
Больцмана в третьем приближении, которая является гиперболической системой дифферен-
циальных уравнений в частных производных и содержит 6 уравнений относительно моментов
функции распределения частиц. Сформулирована постановка начально-краевой задачи для
системы моментных уравнений Больцмана в третьем приближении и приведены результаты
численного решения данной системы при обобщенных условиях Владимирова-Маршака.
Ключевые слова: шестимоментная система уравнений Больцмана, граничные условия
Владимирова-Маршака, функция распределения частиц.

1 Introduction

An approximate solution of the initial and boundary value problem for the Boltzmann
equation can be determined by the moment method.According to the moment method particle
distribution function decomposed into an infinity series of complete orthogonal system of
functions.Boltzmann’s equation is equivalent to an infinite system of differential equations
relative to the moments of the particle distribution function in the complete system of
eigenfunctions of linearized operator. As a rule we limit study by finite moment system
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of equations because solving infinite system of equations does not seem to be possible. There
arises the problem of boundary conditions for a finite system of equations that approximate
the microscopic boundary conditions for Boltzmann’s equation. We consider the third approxi-
mation of one-dimensional nonlinear nonstationary Boltzmann’s moment system equations
and give the approximation of a homogeneous microscopic boundary condition for a nonlinear
onedimensional Boltzmann equation.

Moment methods differs from each other by choosing different systems of basis functions.
For instance, Grad [1,2] obtained the moment system by expanding the particle distribution
function in Hermite polynomials near the local Maxwell distribution. Grad used Cartesian
coordinates of velocities and Grad’s moment system contained as coefficients such unknown
hydrodynamic characteristics like density, temperature, average speed, and so forth. In work
[3] we have obtained the moment system which differs from Grad’s system of equations. We
used spherical velocity coordinates and decomposed the distribution function into a series
of eigenfunctions of the linearized collision operator[4,5], which is the product of Sonine
polynomials and spherical functions. The expansion coefficients, moments of the distribution
function is defined differently than in the Grad. The resulting system of equations, which
correspond to the partial sum of series and which we called Boltzmann’s moment system
of equations, is a nonlinear hyperbolic system in relation to the moments of the particles
distribution function. The differential part of the resulting system is linear in relation to the
moments of the distribution function and nonlinearity is included as moments of collision
integral [6]. The moments of a nonlinear collision operator are expressed through coefficients
of Talmi and Klebsh-Gordon[7,8].

2 Literature review

Note that Boltzmann’s moment equations are intermediate between Boltzmann(kinetic
theory) and hydrodynamic levels of description of state of the rarefied gas and form class
of nonlinear partial differential equations. Existence of such class was noticed by Grad in
his articles (Grad,1949:331-407) and (Grad,1958:205-294). He obtained the moment system
of equations by expanding the particle distribution function in Hermite polynomials near
the local Maxwell distribution. Grad used Cartesian coordinates of velocities and Grad’s
moment system contained as coefficients such unknown hydrodynamic characteristics like
density,temperature,average speed,and so forth. Formulation of boundary conditions for Grad’s
system is almost impossible, as the characteristic equations for various approximations of
Grad’s hyperbolic system contain unknown parameters like density,temperature, and average
speed. However, 13- and 20-moment Grad equations are widely used in solving many problems
of the kinetic theory of gases and plasma. In work (Sakabekov,2002) we have obtained the
moment system which differs from Grad’s system of equations. A homogeneous boundary
condition for particles for particles distribution function was approximated and proved the
correctness of initial and boundary value problem for nonlinear nonstationary Boltzmann’s
moment system of equations in three-dimensional space.

In works (Cergignani,1975) and (Kogan,1967) used spherical velocity coordinates and
decomposed the distribution function into a series of eigenfunctions of the linearized collision
operator, which is the product of Sonine polynomials and spherical functions. The structure
of Boltzmann’s moment system of equations corresponds to the structure of Boltzmann’s
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equation;namely, the differential part of resulting system is linear in relation to the moments
of the distribution function and nonlinearity is included as moments of collision operator
(Kumar,1966:113-141).In work (Sakabekov,2014) the initial and boundary value problem for
one-dimensional nonstationary Boltzmann’s equation with boundary conditions of Maxwell
was approximated by a corresponding problem for Boltzmann’s moment system of equations.
The boundary conditions for Boltzmann’s moment system of equations were called Maxwell-
Auzhan conditions. In work (Levelmore,1996:1021-1065) has been presented a systematic
nonperturbative derivation of a hierarchy of closed systems of moment equations corresponding
to any classical theory,it is a fundamental work where closed systems of moment equations
describe a transition regyme.

3 Material and methods

We write in an expanded form system of one-dimensional Boltzmann’s moment equations
in the k-th approximation:

∂fnl
∂
x+

1

α

∂

∂x
[l(

√
2(n+ l + 1

2
)

(2l − 1)(2l + 1)
fn,l−1 −

√
2(n+ l)

(2l − 1)(2l + 1)
fn+1,l−1) +

+(l + 1)(

√
2(n+ l + 1

2
)

(2l + 1)(2l + 3)
fn,l+1 −

√
2n

(2l + 1)(2l + 3)
fn−1,l+1)] = Inl, 2n+ 1 = 0, 1, 2, ...k, (1)

where the moments Inl of a nonlinear collision operator are expressed through coefficients
of Talmi and Klebsh-Gordon [7,8] and have the next form:

Inl =
∑

⟨N3L3n3l3 : l | nl00 : l⟩⟨N3L3n3l3 : l | n1l1n2l2 : l⟩(
l10l20

l0
)(σl3 − σ0)fn1l1fn2l2 (2)

where ⟨N3L3n3l3 : l | n1l1n2l2 : l⟩ are generalized coefficients of Talmi, (l10l20/l0) are Klebsh-
Gordon coefficients, α = 1√

Rθ
is the constant , R is Boltzmann’s constant, and θ is the

ideal gas temperature. This system corresponds to decomposition of the particle distribution
function by eigenfunctions of the linearized collision operator.

If in (1) 2n+1 takes the values from 0 to 3 , we get Boltzmann’s moment system equations
in the third approximation:

∂f00
∂t

+
1

α

∂f01
∂x

= 0, (3)

∂f02
∂t

+
1

α

∂

∂x
(
2√
3
f01 +

3√
5
f03 −

2
√
2√
15
f11) = J02, (4)

∂f10
∂t

+
1

α

∂

∂x
(−

√
2

3
f01 +

√
5

3
f11) = 0, (5)

∂f01
∂t

+
1

α

∂

∂x
(f00 +

2√
3
f02 −

√
2

3
f10) = 0, (6)
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∂f03
∂t

+
1

α

∂

∂x

3√
5
f02 = J03, (7)

∂f11
∂t

+
1

α

∂

∂x
(−2

√
2√
15
f02 +

√
5

3
f10) = J11 (8)

x ∈ (−a, a), t > 0,

where f00 = f00(t, x), f01 = f01(t, x), f02 = f02(t, x), f03 = f03(t, x), f10 = f10(t, x), f11 =
f11(t, x), are the moments of the particle distribution function; J02 = (σ2 − σ0)(f00f02 −
f01f01/

√
3)/2, J03 = (1/4)(σ3 + 3σ1 − 4σ0)f00f03 + (1/4

√
5)(2σ1 + σ0 − 3σ3)f01f02, J11 =

(σ1 − σ0)(f00f11 + (1/2)(
√
5/
√
3)f10f01 − (

√
2/
√
15)(f01f02) are moments of the collision

integral, where σ0, σ1, σ2andσ3 are the Fourier coefficients. We consider the Vladimirov-
Marshak boundary conditions:

1
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√
2

3
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3
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√
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and introduce the following vectors and matrix :
u = (f00, f02, f10)

′,
w = (f01, f03, f11)

′,
J1 = (0, J02, 0)

′,
J2 = (0, J03, J01)

′,
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α

 1 0 0
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√
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√
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√
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3

−1 3√
2

 .
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where matrix A и B are nonsingular.
We write the initial and boundary value problem for six-moment Boltzmann’s system

equations with boundary conditions (9)-(14) in a vector-matrix form:

∂u

∂t
+ A

∂u

∂x
= J1, (15)

∂u

∂t
+ A′∂u

∂x
= J2, t ∈ (0, T ], x ∈ (−a, a), (16)

u |t=0= u0(x), w |t=0= w0(x), x ∈ [−a, a], (17)

(Aw ∓Bu) |x=±a= 0, t ∈ (0, T ]), (18)

where u0(x) и w0(x) are given initial vector functions. It requires to find the solution of the
system (15,16) with the initial conditions (17) and boundary conditions (18).

4 Results and discussion

We use the explicit method for solving the initial and boundary value problem numerically.
According to the explicit method we approximate the system (15,16):

Un+1
i − Un

i

∆t
+ A

W n
i+1 −W n

i

∆x
= J1(U

n
i ,W

n
i ),

W n+1
i −W n

i

∆t
+ A

′Un
i − Un

i−1

∆x
= J2(U

n
i ,W

n
i ).

And the values of Un+1
i and W n+1

i are equal to:

Un+1
i = Un

i − ∆t

∆x
A(W n

i+1 −W n
i ) + ∆tJ1(U

n
i ,W

n
i ),

W n+1
i =W n

i − ∆t

∆x
A′(Uin − Un

i−1) + ∆tJ2(U
n
i ,W

n
i ).

We use the next initial values:
f 0
00(x) = 1 − x, f 0

02(x) = x, f 0
10(x) = x(1 − x), f 0

01(x) = 1 − x2, f 0
03(x) = x2, f 0

11(x) =
x2(1− x2),

U0(x) =

 1− x
x

x(1− x)

 ,W0(x) =

 1− x2

x2

x2(1− x2)

 ,

σ0 = 0.3, σ1 = 0.5, σ2 = 0.7, σ3 = 0.9, α = 0.2, n ∈ [1, 10], i ∈ [1, 9].
The numerical results ( the values of U(x,t) and W(x,t), corresponding to the values of

f00, f01, f02, f03, f10, f11 ) were obtained on C++ program and shown in this 6 figures.

5 Conclusion

The study of various problems for Boltzmann’s moment system of equations is an important
and actual task in the theory of a rarefied gas and applications of the moment system
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Figure 1 – The behavior of the moment f00 in space of time and variable x (gas density)

Figure 2 – The behavior of the moment f02 in space of time and variable x

Figure 3 – The behavior of the moment f10 in space of time and variable x
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Figure 4 – The behavior of the moment f01 in space of time and variable x

Figure 5 – The behavior of the moment f03 in space of time and variable x

Figure 6 – The behavior of the moment f11 in space of time and variable x
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equations.The Boltzmann equation describes the behavior of a rarefied gas in space of time
and velocity and the numerical solution of the initial and boundary value problem for
Boltzmann’s six-moment system equations allows us to see the behavior of the moments
of the particle distribution function f00, f01, f02, f03, f10, f11 in space of time and variable x.
Obtained results showed that the parameter α (α depends on gas temperature) has influence
on the behavior of the moments of the particle distribution function f00, f01, f02, f03, f10, f11.
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In the world, buildings are responsible for 40% of the world’s total annual energy consumption,
which is responsible for one-third of greenhouse gas emissions worldwide. The significance of
this energy is used for lighting, heating, cooling and air-conditioning purposes. Raising concern
about the environmental impact of greenhouse produced by conventional power plants caused
renewed interest in environmentally friendly technologies, including heating and cooling systems
for buildings. This work was conducted to investigate and explore the possibilities of solar energy
storage using phase change materials (PCM) and using that energy to heat water for daily
applications. By carrying out charging of the latent heat storage (LHS) based on PCM which
is paraffin wax in the current study, its energy storage capacity was calculated and compared with
the storage tank without PCM but filled with water only - sensible heat storage (SHS). As a result,
LHS was able store 40% more thermal energy compared to SHS. Moreover, charging process of
the LHS was numerically investigated to visualize the thermal field in the PCM based storage.
The results show that the numerical results agree with the experimental results which indicated
the correctness of the mathematical model and simulation results.
Key words: Phase change material storage, latent heat storage, thermal energy storage.
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Қазiргi таңда, ғимараттар, бүкiл әлемдегi жылу энергиясының 40% тұтынуына жауапты,
және бұл энергия тұтыну әлемдегi жалпы парниктiк газдардың атмосфераға бөлiнуiнiң үш-
тен бiр бөлiгiне жауапты болып табылады. Осы энергияның көп бөлiгi жарықтандыру, жы-
лыту, салқындату және ауа кондиционерлерi үшiн пайдаланылады. Дәстүрлi жылу станция-
ларының қоршаған ортаға әсерiне байланысты, қазiргi таңда экологиялық таза жылу энергия
көздерiн пайдалануға қызығушылық туғызды. Бұл жұмыс күн энергиясын фазасы өзгеретiн
материял арқылы сақтау, оны күнделiктi су жылыту үшiн пайдалана отырып, күн энер-
гиясының сақтау мүмкiндiктерiн зерттеу және зерделеу үшiн жүргiзiлдi. Негiзiнде фазасы
өзгеретiн материал жатқан, бұл жағдайда парафин, латенттi жылу сақтағышты зарядтау ба-
рысында, оның жылу сыйымдылығы анықталды және фазасы өзгеретiн материалсыз жылу
сақтағышпен, тек сумен сақтағанда, салыстырулар жүргiзiлдi. Нәтижесiнде, латенттiк жылу
сақтағыш фазасы өзгеретiн материалсыз жылу сақтағышқа қарағанда 40% -ға артық жылу-
ды сақтады. Сонымен қатар, негiзiнде фазасы өзгеретiн материал жатқан латенттiк жылу
сақтағыштың жылу өрiсiнiң өзгерiсi сандық түрде зерттелген. Нәтижесiнде, сандық әдiспен
алынған нәтижелер экспериманталды түрде алынған нәтижелерiмен келiсетiнiн байқадық
және бұл математикалық моделдiң және моделдеу нәтижелерiнiң дұрыстығын көрсететтi.
Түйiн сөздер: латенттiк жылу сақтағыш, жылуды сақтау, фазасы өзгеретiн материалда
жулыды сақтау.
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На данный момент здания ответственны за 40% от общего годового потребления энергии в
мире, которая отвечает за одну треть выбросов парниковых газов по всему миру. Значитель-
ная часть этой энергии используется для освещения, отопления, охлаждения и кондициони-
рования воздуха. Повышение обеспокоенности по поводу воздействия на окружающую среду
парниковых газов, производимых обычными тепловыми станциями, вызвали новый интерес
к экологически чистым технологиям, в том числе систем отопления и охлаждения для зда-
ний. Эта работа была проведена с целью исследования и изучения возможностей хранения
солнечной энергии с использованием материалов фазового перехода (МФП), используя эту
энергию для нагрева воды ежедневного применения. Путем проведения зарядки латентного
теплового аккумулятора (ЛТА) на основе МФП, который в данном исследовании является па-
рафином, чья энергоемкость была рассчитана и проведены сравнения с теплоаккумулятором
без МФП, заполненный только водой, - физическим хранением тепла (ФХТ). По результатам
экспериментального исследования, ЛТА на основе МФП смог сохранить на 40% больше теп-
ловой энергии по сравнению с ФХТ. Кроме того, процесс зарядки ЛТА на основе МФП был
численно исследован для визуализации теплового поля в аккумуляторе. Результаты показы-
вают, что численные результаты согласуются с экспериментальными результатами, которые
показывают правильность математической модели и результатов моделирования.
Ключевые слова: латентный теплоаккумулятор, хранение тепла, хранение тепла в фазовом
изменений материала.
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1 Introduction

In recent years, due to problems in the rapid depletion of traditional energy sources and the
growing demand for energy, the implementation of proper storage of thermal energy is one
of the most important questions in energy conversion systems. Latent heat storage (LHS)
in phase change materials (PCM) has been adopted as one of the most effective methods of
using solar energy and the recovery of industrial waste heat, look (Belen, 2003: 251–283). The
main advantage of these systems appears to be the ability to store large amounts of energy
in a relatively small volume at a constant temperature transition. Thus, many authors have
reported the results of studies on the thermal storage during melting and solidification process
in the energy storage systems, look (Agyenimet, 2010: 615–628).

Changing phase solid-liquid by melting and solidification can store a large amount of
heat or cold. Melting characterized by a small change in volume, generally less than 10%. If
the container can fit the material while it is in a liquid state, the pressure does not change
significantly and therefore, melting and solidification of the material flowing to storage at
constant temperature, look (FQ, 2002: 1273). Upon melting, while heat is transferred to the
storage material, the material still retains its melting temperature at a constant temperature,
also called phase transition temperature, look (Mehling, 2008: 179). Once phase transition is
complete, a further heat transfer again leads to sensible heat accumulation. The heat supplied
during melting is called latent heat, or latent heat storage process, look (Fan, 2010:24–46).

Storage of heat energy plays an important role both in heating and cooling applications,
such as residential or commercial buildings, and also in industrial processes. Some of the
technical solutions based on phase change materials can help to preserve and improve energy
efficiency when used in the correct temperature levels at which the PCM changes its phase.
Thus, only a few degrees difference in temperature, a large amount of energy can be saved.
PCM based LHS can find its application in the elimination of energy storage problems in
various fields, where they can function as a heat battery, look (Vakilaltojjar, 2001:249–263).
PCM can afford to keep the temperature stable in the storage due to their high energy
storage density. PCM can help to maintain the level of tank water temperature to a certain
point. Successful use of LHS is not only a question of storing energy density, but also, the
question of correct charge and discharge of energy accumulated at a rate suitable for the
desired application, look (Mohammed, 2004:1597–1615).

Publications are available in the literature, which deals with an experimental study of
the thermal characteristics of PCM storage with different storage configurations. Suitable
PCM is also expected to increase the storage capacity. In this context, paraffin wax appeared
as interesting topic among researchers for its attractive properties such as good heat storage
density, melt or solid state compatibility with little or no significant super-cooling effects, non-
reactivity with the most common chemical reagents and low cost, look (Bathelt, 1979:453–
458), (Rieger, 1982:137–147), (Rabienataj, 2013: 155–163) and (Donald, 2013:393–403).

The co-author, Prof. A. Georgiev and his team from the Technical University of Sofia,
Plovdiv Branch, designed and developed latent heat storage, look (Popov, 2013:1–6). Aim of
the current study is concentrated on experimental and numerical analysis of LHS charging
process, heat transfer and fluid flow processes in LHS and its performance compared to
the same size sensible heat storage (SHS). Such study is very important in understanding
of advantages and disadvantages of the design features of the latent heat storage and its
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efficiency in terms of charging and PCM properties.

2 Literature review

2.1 Modeling of phase change process

The change in the phase of the material from the liquid state to the solid state can be
described as the time evolution of the liquid/solid boundary through the volume studied.
Therefore, determining the location of this interface at a specific time is the goal of phase
transition problems. This position directly depends on the rate at which heat is absorbed
by the material, hence, on the thermal properties of the material. However, these properties
(thermal conductivity, specific heat, density, etc.) often change significantly between liquid
and solid states. Thus, phase change modeling involves knowing the position in time and
space of the liquid/solid interface so that the relevant properties can be applied on both
sides. The complexity of the phase change problem is caused by the fact that this interface
position is both a solution to the problem and the required input; Such types of problems are
called moving boundary value problems and were studied as early as 1831 by Clapeyron and
Lamy when studying the formation of the earth’s crust. However, the work on ice formation
in 1889 by Joseph Stefan really represented a common class for these problems, known further
as Stefan’s problems.

2.2 Modeling PCM encapsulated in rectangular capsules

The phase change material, enclosed in flat rectangular containers, was modeled by various
researchers using air as the coolant. Dolado et al. (2006) developed various numerical models
simulating the behavior of flat plate PCM capsules subject to airflow, each of which takes
into account various modeling assumptions. Two models are based on difference differences
and only conductivity inside PCM is taken into account, without regard for any effect that
natural convection can have, while PCM is in the liquid phase. One model considered a
one-dimensional conductivity in the PCM in a direction perpendicular to the HTF, while
the other considered conductivity in the PCM both in parallel and in the normal HTF
flow. Comparison of numerical results with previous experimental data Belain Zalba (2002)
confirmed that a one-dimensional model can reproduce experimental data with the required
accuracy. Consequently, the simulation of conductivity inside the PCM in the direction of
the HTF flow did not lead to a significant increase in the accuracy of the numerical results.

2.3 Experimental data on phase change material thermal storage tanks

Moreno et al. (2014) experimentally tested the use of a horizontal clamp to store PCM
data to change the daily load for cooling a small space. The PCM tank was connected to a
water-to-water heat pump and a ventilation unit connected to the canopy building, which
was used to represent the internal space, the temperature of which should be maintained.
The productivity of a horizontal water storage tank with identical dimensions was compared
with the characteristics of a tank packed in PCM capsules that are commercially available,
rectangular in shape and made of high-density polyethylene.
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Such detailed experimental tests exist for other PCM capsule geometries, such as plastic
bags (Saied Mohammad Vakilaltojjar, 2000, Zukowski, 2007), plastic vertical plates (Lazaro,
Dolado, Marnn and Zalba, 2009; B. Zalba, Marin, Cabeza and Mehling , 2004), as well
as spherical capsules (J. Wei, Kawaguchi, Hirano and Takeuchi, 2005), as well as spherical
capsules (Bedecarrats, Castaing-Lasvignottes, Strub and Dumas, 2009; IW Eames and Adref,
2002; Nallusamy, Sampath and Velraj, 2007). However, a careful analysis of the behavior of
commercially available PCMs studied in this project has not been found in the literature.

3 Materials and methods

3.1 Characterization of PCM

As in any other application, the selection of the PCM to be used is a crucial point. The
temperature of water to be stored as domestic hot-water is about 60◦C; therefore, the
melting temperature of the PCM should be around 60◦C. In the market, different PCMs
with this melting temperature can be found. Three paraffins were studied (E53, ECP, E45)
in laboratory of Birmingham Centre for Energy Storage (UK) using Differential Scanning
Calorimetry and density meter to evaluate their heat capacities, thermal conductivity and
density changes for temperature range of 25◦C up to 90◦C. Finally, E53 with a melting
temperature of 59◦C was chosen for the experimental and numerical studies of latent heat
storage presented in this paper. As illustrated in the Figure 1, it can be noticed that E53
has two phase transition regions: solid-solid phase transition in the temperature range of
35− 50◦C and solid-liquid phase change around 55− 65◦C temperature range. Furthermore,
the density of the E53 is higher in the solid state (around 0.87 mg/m3) and lower in the
liquid state (approximately 0.78 mg/m3).

Figure 1 – Thermal properties of paraffin E53
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3.2 Methodology of tests

Figure 2 shows the latent heat storage tank equipped with 39 PCM containers filled with
paraffin E53, and figure 3 illustrates the schematic diagram of the experimental setup for the
experimental studies. The PCM-based tank is heated up using an electrical heater attached
to the base. The power input to the electrical heater is controlled by an AC power variable
transformer connected to the 230V AC. The voltage across the heater and the current through
the heater are measured to determine the power input to the heater. PCM-based tank with
container is insulated on all sides to minimize heat loss.

Detailed illustration of the latent heat storage and its design features are shown in Figure
4. PCM containers have rectangular cross section with dimensions 950 x 80 x 50 mm, look
(Stoyanova, 2013:28–31). They are placed into the vertical cylinder tank (storage) with 1
m height and 0.3 m radius. The tank and containers are made of stainless steel grade AISI
304L. Number of PCM containers are 39 and they are located coaxially in the storage. There
are two concentric circles: external circle contains 26 containers and the inner circle has 13
containers. All the containers are fixed with brackets to the lower and upper parts of the
storage tank in order to make them stable during charging and discharging regimes. There
are three inlet pipes in the bottom side of the storage where the heat carrier fluid flows into
the storage. In the upper part of the storage other three pipes are connected to the storage
to discharge the heat carrier fluid from the storage.

Temperature is measured at the inlet, at outlet and inside the container. These
temperature sensors and flow meter are connected to a data acquisition system for continuous
monitoring and recording of the data.

Two types of experiments were conducted. The first is about the constant voltage charging
of LHS filled with PCM paraffin E53. In the second experiment, LHS was filled with water
as a heat storage medium. The second experiment was carried out in order to evaluate and
compare the effectiveness of LHS (filled with paraffin E53) and water only (without paraffin).

Figure 2 – Latent heat storage which contains 39 PCM containers filled with E53
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Figure 3 – Experimental setup

Figure 4 – Design features of the latent heat storage

3.3 Equations

Simulation is conducted in three dimensional space in a time dependent manner by means
of finite element method based on Comsol multiphysics. The geometry used to perform the
simulation of charging and discharging of LHS is presented in figure 4. The containers which
enclose PCM (e.g. paraffins) are thermally insulated at the top and bottom. Moreover, it
is assumed that the volume of the PCM does not change during phase transition. Such
assumption, allows introducing simpler mathematical models, although, according to the
experimental investigations, paraffins change their volume during melting or solidification.
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Moreover, to avoid intensive numerical calculations, the containers are considered as highly
conductive layers.

In order to simulate the dynamic behaviour of the heat carrier fluid flowing inside the
LHS, the continuity and Navier-Stokes equations must be solved simultaneously. Continuity
equation takes the form, look (Chung, 2002:1007):

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) (1)

where ρ - density, kg/m3 and u - velocity, m/s. The Navier-Stokes equation which accounts
for the conservation of the momentum is given by:

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −1

ρ
∇p+ ν∇2u+ F (2)

where p - pressure in the fluid, Pa, ν - kinematic viscosity, m2/s. Heat transfer from the water
to the wall of the PCM containers takes place in the form of convection. Therefore, complete
energy equation has to be solved by using the velocity field obtained from the solutions of
Eqns. (1) and (2). Thus, the energy equation describing the heat transfer process is given by:

ρcp
∂T

∂t
+ ρcpu · ∇T = ∇ · (k∇T )

cp - specific heat capacity, J/kgK, k - thermal conductivity of the material, W/mK, T -
temperature of the heat carrier fluid, K.

The energy equation for the phase change material including latent heat transfer during
phase change is:

ρcp
∂T

∂t
+ ρcpu · ∇T = ∇ · (k∇T ) (3)

k = θ1kphase1 + θ2kphase2 (4)

cp = θ1cpphase1 + θ2cpphase2 + L
dα

dT
(5)

ρ =
θ1cpphase1ρphase1 + θ2cpphase2ρphase2

θ1cpphase1 + θ2cpphase2
(6)

where θ1 = 1 − α and θ2 = α corresponds to phase 1 and phase 2 respectively. Moreover,
L is the latent heat fusion of phase change and α is the liquid volume fraction in the phase
change material and it is a function of temperature:

α = 0 T < Tsolid

α =
T − Tsolid

Tliquid − Tsolid
Tsolid ≤ T ≤ Tliquid (7)

α = 1 T < Tliquid

ISSN 1563–0285 Journal of Mathematics, Mechanics and Computer Science Series №1(93)2017



Experimental and numerical studies of PCM-based storage. . . 63

In the stream of PCM containers buoyancy melted part of the PCM due to the
temperature difference was not considered in the model, but only conduction heat transfer
occurs in both melted and the solid part of PCM. Thus, the difference between melting and
solid phases is based on its thermal conductivity coefficients k, specific heat capacities cp and
densities ρ. Moreover equations (4) - (7) do not consider the effects of hypothermia modeling
processes during phase changes. And, other properties of phase change materials are paraffin
for simulation purposes were taken from experimental results (Hamid, 2009:247–254).

3.4 Initial and boundary conditions

or liquid flow, the boundary conditions (BC) on solid surfaces such as the inner wall of the
vessel and on the surface of containers are considered PCM without slipping BC. Furthermore,
it is assumed that the storage tank has been completely isolated, which is defined by the
formula look (Chung, 2002:1007):

−n · (−k∇T ) = 0 (8)

where n - normal vector to the heat transferring surface. Therefore, heat transfer occurs only
by means of inlet and outlet pipes. The containers are considered as highly conductive layers,
where heat exchange takes place between heat carrier fluid and phase change material which
can be described as:

−n · (−k∇T ) = dS(QS − ρScpS
∂T

∂t
)−∇t · (−dSKS∇tT ) (9)

where dS - layer thickness which is taken as 0.01m in our case, QS - layer internal heat source
and it is zero in our modeling, J , ρS - layer density, kg/m3, cpS - layer specific heat capacity,
J/kgK, k - layer thermal conductivity, W/mK - they are taken from material properties and
it was mentioned above that the PCM containers are made from stainless steel.

Temperatures of the PCM and working fluid filling the storage tank, inlet velocities and
inlet temperature we take from the experimental data.

Outlet BCs for the velocity was set up in terms of the pressure with suppress backflow
which adjusts the outlet pressure in order to prevent fluid from entering the domain through
the boundary. And, temperature BC is Neumann type:

−n · (−k∇T ) = 0 (10)

4 Results and discussion

Figure 5 illustrates the cumulative heat stored in SHS and LHS system for a constant HTF
flow rate. This clearly shows that the thermal energy stored in the LHS systems far exceeds
SHS preservation system of the same size and volume of the storage tank. Thus, LHS system
can provide substantial reduction in the volume for storing the same stored heat, compared
with SHS systems. From figure 6, we can see that the SHS system of charges to a maximum
temperature of 70◦C for 40 minutes before the LHS system. The average time in the SHS
charging systems are faster than the LHS of the system for 30-60 minutes, depending on
the flow rate. Charging time will be accredited to the lack of phase change materials in SHS
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Figure 5 – Comparison of Cumulative energies in LHS and SHS systems

systems. On the other hand, the heat transfer between the HTF and PCM latent heat in the
system reduces the temperature gradient and increases the HTF charging time.

The effectiveness of the heat exchanger ε is defined by equation (12) below (Incropera,
2007:675–707) and is presented in figure 7 for the solidification process.

ε =
Tin − Tout
Tin − THE

(11)

where Tin - inlet temperature, Tout - outlet temperature, THE - temperature in heat exchanger.

Figure 6 – Temperature histories of HTF during SHS and LHS charging process

Figure 7 shows a comparison of the effectiveness of the system of systems SHS and LHS. It
is seen from the figure that the effectiveness of SHS system varies for different periods of time,
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Figure 7 – Effectiveness of heat exchanger system during charging of LHS and SHS

whereas the efficiency of the system is constant LHS phase transformation temperatures, and
it also shows a higher efficiency. Thus, LHS system is more efficient.

As seen in figure 7 that the efficiency is high at the beginning and at the end of the
solidification process, while it is smaller therebetween. This behavior corresponds to the high
efficiency of heat transfer of the physical PCM and lower efficiency in the melting process,
which may occur due to the slow rate of absorption of latent heat by melting.

Figure 8 shows an example of the computed temperature profile at a point in the PCM
domain, which was computed numerically and measured experimentally. It can be seen that
the temperature profile of the paraffin E53 during charging process is divided into 3 regions
which represent the solid, phase change zone and liquid phase. The temperature rise in
solid phase region and liquid phase region was due to the sensible heat added (Figure 8b).
Temperature between 53◦C to 59◦C was the phase change region where the melting of PCM
started at 53◦C and completed at 59◦C. The temperature gradient of this region was smaller
due to the large amount of energy, in the form of latent heat of fusion, was needed to melt
the PCM (Figure 9).

The temperature evolution at middle positions in PCM container and the temperature
evolution on outlet of PCM during charging are shown in figure 8. The continuous lines
represent the numerical results, while the circles represent the experimental results. By
comparing numerical and experimental curves for the charge case, it is apparent that the
results are very similar. Moreover, it appears that the experimental and numerical curves are
similar, which indicates that the phenomena are numerically well represented.

Figure 10 shows streamlines of velocity and temperature distribution on the PCM
containers. The PCM containers which are in the inner circle charged first in a short time and
outer circle containers were charged after that. It can be concluded that outer circle PCM
containers are very close to the storage tank walls, therefore, those areas does not allow fluid
flow and heat transfer processes to be intensive. As the result of the numerical simulation,
thermal field in the LHS was visualized in detail and based on it one can analyze the phase
change zones in the storage. Moreover, by means of the numerical studies the deficiencies or

Вестник КазНУ. Серия математика, механика, информатика №1(93)2017



66 Akhmetov B. et al.

Figure 8 – Comparison of the experimental and numerical results for charging LHT with PCM. Oulet
temperature (a) and temperature at middle position in PCM container (b)

Figure 9 – Temperature histories of HTF during SHS and LHS charging process

drawbacks of the storage design can be studied which is usually impossible in experimental
studies.

5 Conclusion

The aim of the investigation was to find out how effectively LHS based on paraffin, E53,
could store the thermal energy compared to the similar-sized storage tank without PCM (e.g.
SHS). Moreover, the charging mode of the LHS was numerically studied with the purpose of
evaluating the thermal field in the tank. Such evaluation allows to visualize the thermal field
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Figure 10 – Streamlines of velocity and temperature distribution on the PCM containers

in the PCM containers as well as the storage tank, including the flow field of the heat transfer
fluid and understand the charging processes in detail. Thus, according to the results, as the
charging takes place from 25◦C up to 75◦C at constant heat rate, the LHS could store 40%
more energy compared to SHS. It should be noted that the LHS and SHS are the same storage
tanks: (i) in case of LHS, the total volume of the storage was 0.3m3 of which 0.15m3 was filled
with PCM and (ii) in case of SHS, the containers were removed and the tank was filled with
water as the sensible storage material. In a word, when approximately the half of the storage
rank filled with PCM, 40% more thermal energy could be stored in the tank. Although, the
charging time took 53min more time compared to SHS, which is not a problem since duration
of solar radiation takes more than 3-4 hours daily. Furthermore, the charging of LHS was
numerically studied and development of the thermal field in the storage was simulated. The
results of the numerical studies were compared with the experimental ones, thus, correctness
of the numerical approach was verified. It was visualized that the phase change processes
occur in the inner circle PCM containers since the inlet pipes were located in the centre part
of the storage tank bottom. To melt the PCM in the outer circle containers took some time
because the flow of heat transfer fluid was intensive in the central part of the storage but
not on the areas of the side walls. Thus, the modeling assisted in understanding the phase
transition zones in the storage, and fluid flow processes and showed the detailed thermal
performance of the PCM filled storage. In the future, authors are planning to study the
energy performance and efficiency of the LHS integrated with solar collectors which will give
more realistic understanding of the charging processes. Moreover, the LHS will be integrated
to the consumer side (e.g. hot water application systems), thus, allowing to evaluate the
storage performance in case of thermal energy discharge from the storage.
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зерттеу

Айдаров К.А., докторант, әл-Фараби атындаңы Қазақ Ұлттық университетi, Алматы қ., Қазақстан
Республикасы, +77013460160, E-mail: kanataidarov@yahoo.com

Алматов А.Ж., студент, әл-Фараби атындаңы Қазақ Ұлттық университетi, Алматы қ., Қазақстан
Республикасы, +77476273606, E-mail: abat_aktobe_95@mail.ru

Берiлген жұмыс, шынайы өндiрiстiк мекемелерде қолданылатын, арнайы емес клиенттерi бар
сырттай қызметтер үшiн безбеңдеу алгоритмдерiн сипаттайды. Бұндай қызметтiң ең қара-
пайым мысалы ретiнде веб-сервердi немесе браузердi алуға болады. Безбеңдеу принциптерi,
олардың артықшылықтары мен кемшiлiктерi қарастырылған, түрлi қызметтер үшiн iске асы-
рылулары мен қолданымдылығы сипатталған. DNS Round Robin, Direct Routing, редирект
үдiстерi үшiн безбеңдеу алгоритмдерi зерттелген. Модельдi кластерлiк жүйе үшiн iске асыру
нәтижесi бойынша, жүйенiң асыра жүктелген және қалыпты жағдайлары арасындағы ос-
цилляция әсерiнiң кемуi бакыланды. Макаланың соңында iске асырылған желiлiк жүйенiң
моделiн, түрлi қолданушылардың сұраныстарын өңдеу қызметтерi үшiн, қолдануға нұсқа-
улықтар келтiрiлген.
Түйiн сөздер: жүктеудi безбеңдеу, дискреттi-оқиғалы модельдеу, модельге бағытталған жо-
балау, ықтималдық модельдеу
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Данная работа описывает алгоритмы балансировки для внешних сервисов с неспециали-
зированными клиентами, используемых в настоящих промышленных ЦОДах. Простейший
пример такого сервиса и клиента – это веб-сервер и браузер. Рассмотрены непосредствен-
но принципы балансировки, их плюсы и минусы, описана их реализация и применимость
к различным сервисам. Исследованы алгоритмы балансировки нагрузки для методов DNS
Round Robin, Direct Routing, Редирект. По результатам реализации модели для кластерной
системы получены оценки уменьшения эффекта осцилляции между ее перегруженным и нор-
мальным состояниями. В заключение даны рекомендации по использованию реализованной
модели сетевой системы в различных промышленных сервисах обработки пользовательских
запросов.
Ключевые слова: балансировка нагрузки, дискретно-событийное моделирование,
модельно-ориентированное проектирование, вероятностное моделирование

1 Introduction

In many Internet projects, web server is running on a single physical server gradually limiting
performance achieved by the server. The most obvious solution in this case is to upgrade
hardware equipment. But if one goes this way, then after some time it becomes impossible to
upgrade equipment furhter because of limited space and cost efficiency. Therefore, one needs
to convert his project to clustered model instead signle server one. Clustering is beyond the
scope of this work and thoroughly described in (Teo, 2001: 185-195).
Now the question arises is how to balance load between servers. In addition to direct
load distribution is necessary to solve a number of issues. These include increasing
resiliency (uninterrupted operation of the project in case of failure of one of servers), and
protection against certain types of attacks. For example, from the opening large number of
"empty"connections, where nothing is transmitted. In given work considered three algorithms
implementing load balancing methods and they modeled using technology of Model-Based
Design.
Working on the basis of the model is becoming more and more popular trend in development
of a software for systems with clustered resources. On websites of manufacturers of software
tools, one can find a lot of success stories, reports on improving the efficiency up to 50%, a
significant reduction of errors in the design and a more rapid increase in the level of maturity
of developed functions just on the basis of development models (Navarre, 2002: 205-216).
Constructed models allow to model three methods of load balancing in distributed systems,
namely DNS Round Robin, Direct Routing, redirect. Of course all three models can be
implemented in a cluster environment.

2 Related works

All of reviewed methods and works use queuing networks and their respective algorithms
based on the queuing theory (Mitrani, 2004). Studied algorithms of load balancing can be
classified into three categories: static, dynamic and adaptive (Al-Amri, 2002: 165-178).
A system described in work (Barros, 2007: 241-255) is a dynamic method which executes
programs solving the problem based on "divide-and-conquer"approach on systems with
distributed memory. Given system provides primitives for organization of parallel operation
of program and uses Random Stealing algorithm (Wrzesinska, 2007: 425-436) for distribution
of load between clusters.
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Random stealing algorithm fully distributed load balancing algorithm which initiates
connection as soon as task being finished and load balancing partner will be chosen randomly
among neighbor nodes. Proof of stability of the algorithm for systems with full graph structure
written in (Wimmer, 2013: 315).
Another system described in (Eckstein, 2015: 429-469) built as a framework written in
C++/MPI in order to implement general algorithms of branch and bound method (Krislock,
2017: 1-23). It uses Inversion of Control principle (Martin, 2014) for interaction with code
of branch and bound method. Given system optimized in a way that not all nodes are
participate in load balancing, only nodes load of which deviates from average on a predefined
value. Information about load of nodes distributed through complex mechanism based on
linked tree between nodes.
Paper (Aversa, 2005: 1034-1047) offers an algorithm of load distribution for master-slave
systems and possesses a hierarchical structure. System consists of three types of nodes:
workers, masters and controller. Master defines idle node and sends a task to it from his
local pool of subtasks. Worker receives this subtask and executes it sequentially and after
finishing sends back results. Job of controller is to monitor load of masters which summarizes
load of their respective workers and retranslates subtasks between master nodes if necessary.
Work (Mazzucco et al., 2007) studies issue of building optimal tree structure for distributed
networks of grid-services. A system of many nodes considered using queuing networks
theory, an average processing time of a single job calculated in an open model for different
configurations of interactions between nodes. The structure of systems represented as a tree
for organization of interaction between nodes using master-slave paradigm.
Paper (Kameda, 1997: 35-97) arises response time minimization problem for distributed
system. System modeled as queuing network consisting of M/M/1 servers merged into
arbitrary topology network. In paper presented algorithm for parametric by t study of optimal
distribution of jobs on servers with complexity O(n2M) and algorithm of construction of
optimal distribution for fixed t of O(mMlogn) complexity where M is a complexity of finding
optimal solution (Kontogiannis, 2014: 144).
Mean value analysis method (Geist, 1982: 67) applied to system with closed queuing networks
for calculation of parameters. There are exact and approximate methods of mean value
analysis. Last reviewed paper considers exact method for closed networks with single class of
requests.

3 Material and methods

There are quite a bunch of different algorithms and methods of load balancing. Selecting
specific algorithm must be justified, first, by specifics of certain project, second, arisen from
goals of the project. In order to find theese goals it necessary to focus on following (Waraich,
2008: 1263-1265) when considering appropriate method for one’s own project:

• Justness. It must be guaranteed that for processing of each request system resources
allocated and do not allow situation when single request being processed and others
wait for their turn;

• Effectiveness. All servers processing requests must be busy 100%. It is desirable not to
allow situation when one of servers being idle waiting requests, despite given situation
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is quite common and this property cannot be always achievable.

• Minimizing request execution time. Time between start of processing of single request
(its queuing for processing) and finishing of it must be minimized.

• Minimizing response time. Time of response to user request also must be minimized.

Other desirable (but not necessary) properties of an algorithm are following:

• Predictability. It is necessary to clearly understand in which situations and at which
loads algorithm will be efficient for solving given tasks;

• Even distribution of system resources;

• Scalability. Algorithm must preserve its state and stay operational at sudden increase
of incoming load.

3.1 DNS Round Robin

The easiest method of balancing is the use of DNS Round Robin algorithm (Borkar, 2011:
198-201). The essence of it is that it creates multiple DNS-records of type A for the domain
in the DNS-server. DNS-server returns the record of type A in an alternating cyclic order
(Figure 1).

Figure 1 – Load balancing with DNS Round Robin

Method Pros
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• It absolutely does not depend on the high-level protocol. That is, this method can be
used by any protocol, where an appeal to the server is named;

• Method does not depend on the server load. Due to the fact that there is a DNS-caching
server, we do not care how much we will have customers – at least one or millions;

• Method does not require communication between servers. Therefore, it can be used for
balancing the local (this balancing of servers within a data center, for example) and for
the global balancing, when we have a few data centers, where server together almost
have nothing to do;

• The main advantage of the method - it is a low cost solution. If we have a project,
domain, DNS-server, we only need to add some records in DNS, to move to this method
of balancing.

Method Cons

• It is difficult to shut down servers that do not respond or have failed. VDNS there
caching. Recording removed, and customers no longer use it only after a time, which
is given by the parameter TTL (Time To Live) in the DNS-zone. In addition, some
providers have the DNS-servers that cache entry is forced to a much longer time. We
even faced with a situation where entry has been removed from the DNS, and on her
customers continued to go another year;

• It is very difficult to distribute the load between servers in the correct proportions. The
only way to do this is to provide for each server on several IP-addresses so that their
number was in proportion to that part of the load, which should go to them. This is a
minus, as the IP-address, we usually do not have much.

3.2 Direct Routing

On balancer having a certain IP-address and responds to the ARP, comes first packet
connection. It determines that he was first. Need an algorithm it is sent to the correct server,
changing the MAC-address of the place of destination (destination address). Then, the IP-
address is written in a certain connection table. If this is not the first packet, it is simply
search the connection table. It turns any server processes this compound, and the package is
recovering there. The most common solution is now software implementations of this method
is called the Linux Virtual Server. The URL-terminology, this method of balancing is called
direct routing (Direct Routing, Figure 2).

Method Pros

• Independence from the high-level protocol. One can balance using HTTP, FTP or
SMTP – the difference will be negligible;

• There balancing method without a dedicated load balancer. With a small number of
servers may be relevant;
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Figure 2 – Load balancing with Direct Routing

• It is possible to send the replies by balancer. Given that, for example, the protocol
HTTP response size is typically an order of magnitude larger than the size of the
request, then there is a fairly strong economy of resources;

• Relatively low resource consumption.

Method Cons
The obvious disadvantage of this method is that all servers must be in the water and the same
network segment. Need a specific configuration of servers and network equipment. Therefore,
this method is not always convenient and is applicable.

3.3 Redirect

There is some balancer that when referring to the service (eg, http://site.com) gives the client
a redirect to a particular server (for example, http://server2.site.com). In the case of HTTP
it will look like "HTTP redirect 302". Thus, the redirect code will look like "temporarily
moved"(moved temporary, Figure 3).

Method Pros
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Figure 3 – Load balancing by redirecting

• If the request is sufficiently "heavy it sometimes makes sense to use a redirection,
even for global balance. We have a load balancer that sends via redirects requests
for processing in different data centers;

• The method also allows users to distribute different types of requests to different servers;

• Queries may well be analyzed.

Method Cons

• It is, as has been said, applies to a very small number of high-level protocols;

• For the client to each request, it turns out, it made two requests;

• One-to our redirector, one- to the server that handles the connection. This increases
the time in which the client will receive a final answer to customers request.

4 Results and discussion

Analytical representation of algorithms implemented in the form of model-oriented design
models with intention to further verify them. For this purpose, the model-oriented design
tool Mathworks Simulink (Simulink, 2016) was used. For given paper currently only DNS
Round Robin algorithm implemented in model’s Scheduler block, but other algorithm
implementations also quite trivial to build and will be implemented further.
The SimEvents framework (SimEvents, 2016) in Simulink is designed for visual modeling of
processes with discrete-event semantics, including simulating the behavior of a multiprocessor
/ multicore system with unstable resources. This framework allows to simulate the effects

Вестник КазНУ. Серия математика, механика, информатика №1(93)2017



76 Aidarov K.A., Almatov A.Zh.

of planning (delays, etc.) and to explore the design area of a running task by analyzing
the impact of decisions made in planning on the performance of management design. The
framework provides control algorithms and makes it possible to smoothly transition to
implementing the algorithm from the model through automatic code generation technologies.

Figure 4 – Scheduler implementation of multicore control system with Simulink model

Figure 4 shows the Simulink model using the SimEvents framework containing a
block of architectural components and a block of functional components. The scheduler
implicitly implies the existence of a Task definition, which is a real-time task with the
following attributes: identifier, period, priority, segments (subtasks). The scheduler simulates
a homogeneous multiprocessor system and is defined by the following properties: the number
of processes, the planning policy, the mutually exclusive resources. The implementation of the
architectural block of the scheduler is built on a high-level discrete-event language supported
by Simulink. In turn, this language relies on the MATLAB interpreter, which allows to
implement own scheduling policies for processors, which was done, i.e. The implementation
of the standard planning policy has been replaced. In our case, these were the implementations
of the 3 algorithms described above in MATLAB.
The SimEvents Scheduler permits clients to determine errands as some parameters
additionally as appeared in Figure 5.

These parameters characterize a homogeneous multicore framework with two centers.
The scheduler is setup to play out a need based approach. The framework has two control
undertakings, with:
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Figure 5 – Parameters used in Scheduler block for DNS Round Robin method

• Task 1 for Controller1 is arranged with a time of 0.5 second, need of 200 and 3 sections,
whose capacities and execution lengths are (t1_read, t1_run, t1_write) and (0.1, 0.2,
0.1) second individually;

• Task 2 for Controller2 is arranged with a time of 0.5 second, need of 50, 2 sections,
whose capacities also, execution lengths are (t2_run, t2_write) and (0.25, 0.1) second
individually. The Scheduler is made as a MATLAB Discrete-Event System. It executes
the multi-center scheduler as takes after:

• An assignment occurrence is demonstrated as an element that is intermittently
made, executed, and demolished toward the end of execution. Properties and runtime
conditions of an assignment occasion are put away as information of the element;

• The assignment line of the working framework and the multicore processor itself are
demonstrated as two element stockpiles;

• Task occurrences (elements) are made occasionally inside the assignment line. They are
put away in a requested grouping as required by the planning approach;

• The booking calculation is acknowledged by planning occasions on the undertaking
substances. Occasions cause errands (elements) that are prepared to execute to be sent
from the assignment line to the processor (the second element stockpiling);
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• An executing assignment remains in the processor for the time period as determined
by the execution length parameter. Such execution term is reproduced by utilizing a
clock occasion. At the point when the clock finishes, its occasion activity executes the
comparing assignment work (Simulink Function).

The Scheduler permits appointing a subjective number of centers and investigating how
that effects SimEvents framework execution. In the primary situation two centers have been
allocated to execute the two control errands. Fig. ?? shows parameters of the Scheduler
obstruct for this setup.
With adequate preparing limit, both shut circle control frameworks perform acceptably when
the set point is changed from 0 to 1. Fig. ?? incorporates a reaction outline (on the left-hand
side) and a timing outline (on the right-hand side):

• The reaction outline demonstrates the reaction of the two controllers with Controller1
in the top diagram, and Controller2 in the base diagram;

• The planning graph demonstrates usage of centers and assets. A hued bar shows
execution of a fragment of errand. The position of a bar on the flat pivot shows time
of begin and consummation of the fragment. The position of the bar on the vertical
pivot shows standardized errand consummation prior and then afterward executing the
fragment.

The planning graph of Figure 6 shows that errands are prepared simultaneously with centers
having medium and adjusted usages. See that Task2 allocated to Core1 since it has higher
need and, along these lines, allocated before Task1.

Figure 6 – Task scheduler output and scheduler performance (2 cores) with DNS Round Robin scheduling

5 Conclusion

Therefore, common software-balancing algorithms have been considered, which are often
used to solve the problem of load balancing servers, websites etc. In traditional web server
architectures DNS balancer distributes requests to the server based on the status of their
workload. Because the Web servers must inform the DNS server about the status of their
load from time to time, the so-called buffer download busy often to reduce the frequency
of updates. Without proper attention, excessive use of loading buffer may lead to excessive
oscillation within the cluster. All three discussed the method helps reduce the oscillation
effect on Web servers that has been tested through the implementation of their models using
Model-Based Design.
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Информационные и компьютерные технологии широко используются для решения актуаль-
ных задач, стоящих перед современной наукой. Целью настоящей работы является обосно-
вание и подготовка рекомендаций к требованиям геоинформационной системе (ГИС) для
сбора, обработки и визуализации экспериментальных геофизических наземных и спутни-
ковых данных в периоды сейсмической активизации на Северном Тянь-Шане. На основе
современных информационных технологий с использованием экспериментальных данных,
математического моделирования и средств вычислительной техники рекомендуется реализо-
вать функциональные возможности геоинформационной системы. В едином геоинформаци-
онном пространстве рекомендуется организовать доступ к необходимым ресурсам: спутнико-
вые измерения параметров межпланетного магнитного поля (скорость, температура, плот-
ность, давление, концентрация потоков частиц солнечного ветра); GPS-измерения (полное
электронное содержание); наземные измерения параметров геомагнитного поля; доступ к
международным и казахстанским сейсмологическим каталогам. С помощью компьютерных
программных средств, портлетов (внутренних служебных программ), рекомендуется реали-
зовать графическое представление данных для конкретного сейсмического события в необ-
ходимом временном интервале. Создаваемая ГИС позволит для конкретного сейсмического
события в регионе Северного Тянь-Шаня проанализировать эффекты в геофизических полях
на стадии подготовки и во время землетрясений.
Ключевые слова: геоинформационная система, литосфера, ионосфера, землетрясение.

Геоақпараттық жүйенi жинау, өңдеу, визуалды және эксперименттiк
геофизикалық жер үстi және жер серiктi деректердi

талдау талаптары қойылған
Мукашева С.Н., ф.-м. ғ. канд., жетекшi ғылыми қызметкер, Ионосфера институты,
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Малимбаев А.М., магистранты, ғылыми қызметкер, Ионосфера институты, әль-Фараби атындағы
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Өзектi мiндеттердi шешу үшiн ақпараттық және компьютерлiк технологиялар кеңiнен пай-
даланып, заманауй ғылыми тұрған алдында. Геоақпараттық жүйесiн (ГАЖ) жинау үшiн,
осы жұмыс мақсаты дайындау талаптарының ұсыныстары мен негiздеулерi болып табылып,
Солтүстiк Тянь-Шандегi жер серiктiк деректерiн сейсмикалық жандандыру кезеңдерi мен
геофизикалық жер үстi эксперименттерiн визуалды өңдеу. Заманауй ақпараттық техноло-
гияларды негiзiн эксперименттiк деректердi пайдалана отырып, геоинфоақпараттық жүйе-
лердiң функционалды мүмкiндiктерiн iске асыруы математикалық моделдеу және есептеу
техника құралдары ұсынылады.
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Бiрыңғай геоақпараттық кеңiстiкте қажеттi ресурстарға қол жеткiзу ұйымдастырылады:
планета аралық магнит өрiсiн жерсерiк параметрлерiн өлшеу (жылдамдығы, температура-
сы, тығыздығы, қысымы, күн және жел бөлшектер ағынының концентрациясы); GPS-өлшеу
(толық электрондық мазмұны); геомагниттi өрiсiнiң жер үстi параметрлерiн өлшеу; халы-
қаралық және қазақстандық сейсмологиялық каталогтарға қол жетiмдiлiгi. Компьютерлiк
бағдарламалар құралдары көмегiмен, портлеттер (iшкi қызметтiк бағдарламалар), графи-
калық мәлiметтердi iске асырылуын ұсынлуы үшiн нақты сейсмикалық оқиғалар уақытша
қажеттi аралықтары ұсынылады. Солтүстiк Тянь-Шань өңiрде нақты сейсмикалық оқиғалар-
ды ГАЖ құрылатын мүмкiндiгi, геофизикалық өрiстердегi дайындау сатысындағы талдау
әсерлерi мен жер сiлкiнiсi уақытында.
Түйiн сөздер: Геоақпараттық жүйе, литосфера, ионосфера, жер сiлкiнiс.

Requirements for Geoinformatical System for Gathering, Processing, Visualization,
and Analysis of Experimental Geophysical Ground and Satellite Data
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Information and communication technologies are widely used for solving actual problems,
faced by modern science. The goal of the current paper is to justify the need for and
prepare recommendations for requirements of a geoinformatical system (GIS) for gathering,
processing, and visualization of experimental geophysical ground and satellite data for the
periods of seismic activity on Northern Tian Shan. We recommend to create a geoinformatical
system, based on modern technologies, and using experimental data, mathematical modelling,
and computing technologies. We recommend to organize access to necessary resources in the
common geoinformation space: satellite measurements of interplanetary magnetic field (velocity,
temperature, density, concentration of streams of solar wind particles); GPS-measurements;
Ground-based measurements of geomagnetic field parameters, and International and Kazakhstani
seismological catalogs. We recommend to realize a graphical presentation of data for specific seismic
event in the demanded time interval with help of computer software and portlets (internal support
programs). The created GIS will allow to analyze effects in geophysical fields for specific seismic
events in region of Northern Tian Shan on pre-earthquake stages and during the earthquake.
Key words: Geoinformation system, Lithosphere, Ionosphere, Earthquake.

1 Введение

Над эпицентрами сильных землетрясений по спутниковым данным были зарегистриро-
ваны всплески магнитной и электрической компонент поля низкочастотных шумовых
излучений за несколько часов до главного сейсмического удара. Обнаружены измене-
ния в электрической и магнитной составляющих поля низкочастотных излучений, реги-
стрируемых на борту спутника, при пересечении проекции его трассы над глубинными
разломами литосферы. Все эти излучения обусловлены особенностями нестационарных
процессов в зонах тектонических разломов земной коры (Hayakawa, 2003a: 30),(Pulinets,
2003a: 65),(Pulinets, 2006b: 649).

Несмотря на известный прорыв в развитии современных спутниковых и информа-
ционных технологий, эффективность прогнозирования землетрясений остается весьма
низкой, что затрудняет проведение государственными органами превентивных мер в
связи с возможными сильными землетрясениями. Проблема краткосрочного прогноза
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землетрясений была и остается одной из важнейших нерешенных проблем геофизики,
и цена этой проблемы возрастает с каждым годом.

С развитием космических технологий спутниковая информация и данные наземных
геофизических обсерваторий все шире применяются в научных исследованиях различ-
ных физических процессов. Использование спутниковой научной информации в иссле-
дованиях очаговых зон землетрясений и литосферно-ионосферных связей требует раз-
работок новых методов и методик обработки и анализа данных в быстро изменяющихся
физических условиях, обусловленных перемещением спутника в пространстве. Для об-
работки спутниковой информации приходится использовать кратковременной анализ
данных в скользящих окнах, в этих условиях многие традиционные средства обработки
данных для спутниковых измерений становятся непригодными. В связи с этим акту-
альными являются работы по созданию геоинформационной системы для обеспечения
наземными и спутниковыми данными исследований в области выявления эффектов в
геофизических полях в периоды сейсмической активизации с целью поиска электромаг-
нитных предвестников землетрясений.

При создании новой геоинформационной системы появляется потребность в опреде-
лении требований к ней. Авторы (Александров, 2007: 105), (Баранов, 1999: 32) приводят
следующее определение: требование – это условие или возможность, которой должна
соответствовать система.

Целью настоящей работы является обоснование и подготовка рекомендаций к требо-
ваниям геоинформационной системе (ГИС) для сбора, обработки и визуализации экспе-
риментальных геофизических наземных и спутниковых данных в периоды сейсмической
активизации на Северном Тянь-Шане.

2 Обзор литературы

На основе многолетних теоретических и экспериментальных исследований установлено,
что с одной стороны, характеристики околоземного космического пространства (ионо-
сфера, магнитосфера, радиационный пояс Земли) откликаются на активизацию геодина-
мических процессов в литосфере (Adushkin, 2012: 305), (Afraimovich, 2001: 396), (Hobara,
2005: 679), (Lefeuvre, 2006: 747), а с другой стороны, геодинамические процессы в лито-
сфере откликаются на активизацию процессов на Солнце и в околоземном космическом
пространстве (Закржевская, 2001: 7), (Иванов, 2012: 738).

В последние годы активно ведутся исследования влияния на сейсмичность электро-
магнитных источников естественного происхождения, а именно, воздействия магнитных
бурь с внезапным началом, обусловленных поступлением в магнитосферу Земли высо-
коскоростной солнечной плазмы, генерируемой солнечной вспышкой (Гульельми, 2012a:
85), (Гульельми, 2012b: 23), (Гульельми, 2015c: 98), (Иванов, 2012: 738).

В работе (Соболев, 2003: 228) рассматривается вопрос о возможном воздействии гео-
магнитных бурь с внезапным началом (SSC, storm sudden commencement) на глобальную
сейсмическую активность, проанализировано 405 землетрясений каталога USGS/NEIC
с магнитудами М>5.0 за 1973-2010 гг., отмечается понижение глобальной сейсмичности
после геомагнитных бурь SSC. В работе (Тертышников, 2013: 69) отмечают, что просле-
живается связь между значительными градиентами в Н-составляющей геомагнитного
поля и магнитудой землетрясений, чем больше градиент, тем больше вероятность силь-
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ного землетрясения. В работе (Узбеков, 2011: 78) приведены результаты исследования
закономерностей проявления и природы аномалий в вариациях главного магнитного
поля на периодах 5-35 суток и их связи с сейсмичностью земной коры Северного Тянь-
Шаня, автор отмечает, что вариации геомагнитного поля и приливообразующих сил
являются косвенными признаками, указывающими на вероятность изменения сейсмич-
ности при их воздействии на земную кору.

В работе (Узбеков, 2011: 113) приведены результаты исследования за период 1963-
2000 гг. влияния геомагнитных бурь с внезапным началом с геомагнитными индексами
Ар>48 (что соответствует индексу планетарной геомагнитной активности Kр>5) на сей-
смичность для двух регионов: Средняя Азия и Кавказ. Рассматривались землетрясения
представительного каталога с энергетическим классом K=7.0. Для сейсмоактивного ре-
гиона Казахстана и Кыргызии установлено, что в целом по региону отмечается тенден-
ция увеличения числа землетрясений после геомагнитных бурь. Тем не менее, авторы
(Соболев, 2003b: 233) отмечают, что в области [44.0-45.25 N; 78.25-79.5 E] количество
землетрясений после больших геомагнитных бурь увеличивается (положительный эф-
фект), а в области [41.0-42.25 N; 76.5-77.75 E] – уменьшается (отрицательный эффект).
Авторы (Соболев, 2003b: 230) объясняют, что влияние магнитных бурь на сейсмичность
носит триггерный характер, поскольку энергия геомагнитной бури на несколько поряд-
ков меньше высвобождаемой сейсмической энергии (Соболев, 2002a: 14), а выявленные
эффекты различием геоэлектрических разрезах – в районе положительного эффекта
залегают пласты с более низким электросопротивлением.

Общей внешней причиной, управляющей и организующей землетрясения на Зем-
ле, является крупномасштабное открытое магнитное поле Солнца, мощные корональ-
ные выбросы масс, отмечают в работе (Иванов, 2012: 741). Геомагнитные аномалии
перед сильными землетрясениями отмечаются в работах (Chen, 2011: 5), (Hayakawa,
2011b: 302), (Zotov, 2013: 883), (Старжинский, 2012: 31), (Довбня, 2014: 160), ультра-
низкочастотные сейсмо-магнитные феномены перед землетрясениями отмечаются в ря-
де работ, например (Hattori, 2013: 293). Аномалии в вариациях ионосферных параметров
перед землетрясениями отмечаются в работах (Korsunova, 2006: 13005), (Larkina, 1989:
50), (Liu, 2006: 5304), (Рогожин, 2014: 148). Моделированию физических процессов в
системе литосфера-атмосфера-ионосфера перед землетрясениями посвящено ряд работ,
например, (Gershenzon, 2001: 247).

Накопленные в последние годы знания о процессах в сложной системе литосфера-
атмосфера-ионосфера на стадии подготовки сильных землетрясений, позволяют ставить
вопрос о возможности практического применения этих знаний в целях краткосрочного
прогноза землетрясений. Необходим комплексный подход с привлечением ряда гелио-
геофизических параметров для исследования процессов геооболочках перед землетря-
сениями на базе которых можно строить надежный прогноз. (Липеровский, 2008: 831).

В настоящей работе даются рекомендации к требованиям геоинформационной систе-
ме для сбора, обработки и визуализации экспериментальных геофизических наземных
и спутниковых данных в периоды сейсмической активизации в регионе Северного Тянь-
Шаня.
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3 Материал и методы

3.1 Определение предметной области геоинформационной системы
По принятому в настоящее время определению (Александров, 2007: 35), (Баранов,

1999: 32) геоинформационная система, ГИС, – информационная система, обеспечиваю-
щая сбор, хранение, обработку, доступ, отображение и распространение пространствен-
ных данных.

Предметной областью создаваемой ГИС является сбор наземных и спутниковых гео-
физических данных (параметров геомагнитного поля, верхних слоев земной атмосферы,
ионосферы) в периоды активизации сейсмических явлений на Северном Тянь-Шане.

На основе современных геоинформационных технологий (ГИС-технологии) с исполь-
зованием экспериментальных данных, математического моделирования и средств вы-
числительной техники будут реализованы функциональные возможности ГИС.

В едином геоинформационном пространстве будет организован доступ к необходи-
мым геоинформационным ресурсам:

- National Aeronautics and Space Administration (http://cdaweb.gsfc.nasa.gov NASA) –
информация о состоянии межпланетного магнитного поля, ММП, (скорость, темпера-
тура, плотность, давление, концентрация потоков частиц солнечного ветра);

- данные GPS-измерений: в формате RINEX-файлов – HTTP-сервер SOPAC
(Scripps Orbit and Permanent Array Center) – http://lox.ucsd.edu или на FTP-
сервере по адресу ftp://lox.ucsd.edu/pub/nav; в формате IONEX-файлов –
ftp://cddis.gsfc.nasa.gov/pub/gps/products/ionex;

- измерения параметров магнитного поля Земли спутниками группировки SWARM
(www.swarm.eo.esa.int);

- INTERMAGNET (www.intermagnet.org);
- данные МЦД Киото, Япония, Kp-индексы, (http://swdcwww.kugi.kyoto-u.ac.jp);
- данные геомагнитной обсерватории Алма-Ата, geomag.ionos.kz

(http://89.250.81.120/index.html);
- Международный каталог USGS United States Geological Survey, NEIC National

Earthquake Information Center (http://earthquake.usgs.gov/earthquakes/map);
- ГУ «Сейсмологическая опытно-методическая экспедиция Комитета науки МОН

РК» (http://some.kz/index.php);
- Казахстанский Национальный Центр данных (http://www.kndc.kz) Автомати-

ческий бюллетень (http://www.kndc.kz/index.php/ru/sejsmicheskie-byulleteni/automatic-
bulletin).

Функциональные возможности ГИС будут реализованы следующим образом:
1. Для конкретного сейсмического события будет организован сервер для хранения

наземных и спутниковых данных для региона Северного Тянь-Шаня.
2. Будут разработаны собственные программные средства для преобразования дан-

ных при переходе от одной формы представления в другую.
3. В ГИС будут интегрированы стандартные и авторские программы статистической

обработки экспериментальных данных.
4. С помощью компьютерных программных средств, портлетов (внутренних служеб-

ных программ) будет реализовано графическое представление данных для конкретного
события в необходимом временном интервале.
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5. На основе разработанной математической модели, компьютерного моделирования
и численных расчетов будет осуществлена визуализация геодинамических процессов в
земной коре в периоды сейсмической активизации.

6. Разработаны методические указания по обращению и работе с геоинформацион-
ной системой (описаны форматы и структура входных и выходных данных, пошагово
описаны обращения к разработанным компьютерным программным средствам).

4 Результаты и обсуждение

4.1 Основные требования к общей информационной инфраструктуре
Требования к общей информационной инфраструктуре:
- быстрота и простота развертывания ГИС методом наращивания функционально-

сти;
- общая устойчивость системы – необходимо предусмотреть дублирующие каналы

передачи данных между всеми звеньями системы (по возможности), дублирование и
защиту основных ее элементов;

- минимизация стоимости программных решений и оборудования, например, где воз-
можно, рекомендуется использовать бесплатные UNIX-подобные операционные систе-
мы;

- необходимо обеспечить наивысшую меру защиты информации и системы от проти-
воправных или нарушающих целостность системы посягательств.

Требования для установки необходимых общедоступных комплексов программ, на-
пример Gamit/Globk (Gamit это комплекс программ для всесторонней обработки GPS
данных, разработанный Массачусетским технологическим институтом):

- работающая операционная система Linux и компиляторы С и FORTRAN для авто-
матизаций и интерактивной обработки требуется командная оболочка CSH;

- минимальные системные требования для установки и использования комплекса
Gamit определяются процессором не ниже чем Pentium 90 и оперативной памятью не
ниже 128 Мб. Для программ рекомендуется использовать не менее 1Гб свободного диско-
вого пространства. Для полноценного использования Gamit требуется установка допол-
нительных программ. Программы TEQC для перевода «сырых» данных GPS-измерений
в формат RINEX и программа GMT для создания графиков.

- для проведения обработки требуется бесперебойный и безлимитный интернет так
как программа Gamit использует файлы данных которые требуют постоянного обнов-
ления для сохранения актуальности, например, список действующих спутников (необ-
ходимо обновлять при запуске каждого нового спутника), файл нутаций (необходимо
обновлять каждый год). Такие файлы доступны на нескольких серверах в том числе и
в FTP сервере Dep. of Earth, Atmospheric, and Planetary Sciences и FTP архиве SOPAC.

Необходимо установить следующие требования к программному обеспечению:
- система должна иметь архитектуру клиент-сервер, сервер должен поддерживать

множественную репликацию данных всех уровней (репликация – это процесс, под кото-
рым понимается копирование данных из одного источника на другой, или на множество
других, и наоборот [25]).

- строгая организация структуры различных геофизических данных;
- поддержка программного комплекса для обработки данных пролетных спутников;
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- поддержка программных средств для статистической обработки геофизических
данных;

- поддержка программных средств для визуализации результатов математического
моделирования;

- поддержка группировки слоев, строгая организация структуры цифровых данных;
- возможность встраивания ГИС-ядра во внешние программные системы, в т.ч. под-

держка сервера единого информационного центра;
- поддержка географических данных формата MapInfo;
- своевременное поступление, внесение и обработка информации.
4.2 Основные требования к серверу геоинформационной системы
Требования к удобству работы с большим количеством геофизических данных:
- поддержка внесения нетипизированных и типизированных фактографических дан-

ных;
- наличие развитой системы прав доступа к картографическим и семантическим

данным;
- возможность автоматического учета работы пользователей системы;
- хранение картографической и семантической информации на сервере.
- существование необходимого набора цифровых карт Северного Тянь-Шаня, пред-

ставленных в формате базовой ГИС.
Для сокращения финансовых издержек можно использовать OPENSOURCE реше-

ние на базе ГИС GRASS (бесплатно).
В качестве СУБД (система управления базами данных) предлагается использовать

MySQL (свободная реляционная система управления базами данных), которая имеется
в свободном доступе.

Потребуется создать специализированные модули для ГИС:
- работа с фактографическими данными измерений на космических аппаратах и на-

земных обсерваториях;
- моделирование геодинамических процессов в земной коре в периоды сейсмической

активизации;
- визуализация результатов моделирования геодинамических процессов в земной ко-

ре в периоды сейсмической активизации;
- графическое представление геофизических данных;
- картографическое представление эпицентров землетрясений с магнитудой М ?5.0

для региона Северного Тянь-Шаня.
Вся информация в ГИС будет организована в виде слоев. Слои, это самый первый

уровень абстракции в ГИС. Работая с ГИС, мы обязаны разделить существующие у нас
данные на слои. Каждый слой содержит объекты определенного вида, объединенные
общими характеристиками. Работая в ГИС, мы можем подключать и отключать ин-
тересующие нас слои, или менять порядок их отображения. Структура формирования
информационных слоев ГИС для сбора, хранения и обработки наземных и спутнико-
вых геофизических данных в периоды активизации сейсмических явлений на Северном
Тянь-Шане представлена на рисунке 1.
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Рисунок 1 – Структура формирования информационных слоев ГИС для сбора, хранения и
обработки наземных и спутниковых геофизических данных в периоды активизации сейсмических

явлений на Северном Тянь-Шане

5 Заключение

На основе современных геоинформационных технологий с использованием эксперимен-
тальных данных, математического моделирования и средств вычислительной техни-
ки будут реализованы функциональные возможности геоинформационной системы для
сбора, обработки, визуализации и анализа экспериментальных геофизических наземных
и спутниковых данных в периоды сейсмической активизации на Северном Тянь-Шане.

В едином информационном пространстве будет организован доступ к необходи-
мым геоинформационным ресурсам (NASA, HTTP-сервер SOPAC, INTERMAGNET,
МЦД Япония, геомагнитная обсерватория Алма-Ата, данные измерений группировки
SWARM, NEIC National Earthquake Information Center, ГУ «Сейсмологическая опытно-
методическая экспедиция Комитета науки МОН РК», Казахстанский Национальный
Центр данных).

С помощью компьютерных программных средств, портлетов (внутренних служеб-
ных программ) будет реализовано графическое представление данных для конкретного
события в необходимом временном интервале. На основе разработанной математиче-
ской модели, компьютерного моделирования и численных расчетов будет осуществлена
визуализация геодинамических процессов в земной коре в периоды сейсмической акти-
визации.

Геоинформационная система, созданная с учетом вышеизложенных требований,
необходима для поиска электромагнитных предвестников землетрясений.
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программа AUTOPLOT и другие) войдут структурными элементами в создаваемую
ГИС.

Работа выполнена при поддержке грантового финансирования научно-технических
программ и проектов Комитетом науки МОН РК, грант № 0079/ГФ4.
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Статья посвящена разработке информационной системы прогнозирования свойств новых
лекарственных препаратов на основе методов роевого интеллекта и искусственных иммун-
ных систем. Важным аспектом при прогнозировании зависимости между химическим стро-
ением вещества и их биологической активностью (QSAR, Quantitative Structure-Activity
Relationship) является выбор дескрипторов. Перспективным направлением в области QSAR
стало применение подходов искусственного интеллекта, которые обеспечивают высокую точ-
ность прогнозирования химических соединений с заданными свойствами. В статье рассмат-
риваются методы пчелиной колонии и алгоритм роя частиц для решения задачи выделения
информативных дескрипторов и дальнейшего иммунносетевого моделирования фармаколо-
гической активности химических соединений. Приведены существующие программные сред-
ства реализации данных алгоритмов для построения оптимального набора дескрипторов.
Применение мультиалгоритмического подхода при иммунносетевом моделировании лекарств
требует систематизации используемых методов и создание интегрированной онтологической
модели. Разработка онтологических моделей позволяет структурировать входные и выход-
ные данные, учитывать особенности функционирования и взаимосвязи, экономит времен-
ные и вычислительные ресурсы при разработке компонентно-ориентированного программно-
го обеспечения для иммунносетевого моделирования новых химических веществ с заданной
фармакологической активностью. Разработаны онтологические модели пчелиной колонии и
алгоритма роя частиц для решения задачи выделения информативных дескрипторов в ре-
дактор онтологий Protege.
Ключевые слова: компьютерный молекулярный дизайн лекарств, QSAR, роевой интеллект,
выделение информативных дескрипторов, онтологические модели.

Дәрiлердi иммунды-желiлiк моделдеу үшiн үйiр интеллектiсiнiң алгоритмдерiнiң
онтологиялық моделдерi

Самигулина Г.А., т.ғ.д., доцент, зертхана жетекшiсi, Ақпараттық және есептеуiш технологиялар
институты, Алматы, Қазақстан, galinasamigulina@mail.ru

Масимканова Ж.А., магистрант, аль-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университетi, Алматы,
Қазақстан, masimkanovazh@gmail.com

Мақала жасанды иммундық жүйелер мен үйiр интеллектiсiнiң әдiстерiнiң негiзiнде жаңа
дәрi-дәрмектердiң қасиеттерiн болжаудың ақпараттық жүйесiн құрастыруға арналған. Де-
скрипторларды таңдау заттектердiң химиялық құрылымы мен олардың биологиялық белсен-
дiлiгi арасындағы байланысты (QSAR, Quantitative Structure-Activity Relationship) болжау
барысында маңызды көрiнiс болып табылады. Белгiленген қасиеттерi бар химиялық бай-
ланыстарды болжаудың жоғары дәлдiгiн қамтамасыз ететiн жасанды интеллект әдiстерiн
қолдану QSAR облысындағы келешектi бағыт болып табылады.
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Мақалада ақпараттық дескрипторларды бөлу және ары қарай химиялық байланыстардың
фармакологиялық белсендiлiктерiн иммунды-желiлiк моделдеу есептерiн шешу үшiн аралар
шоғыры әдiсi мен құстар алгоритмi қарастырылды. Дескрипторлардың оңтайлы жинағын
құрастыру үшiн берiлген алгоритмдердi жүзеге асырудың қолда бар құралдары сипатталды.
Дәрiлердi иммунды-желiлiк моделдеу барысында мультиалгоритмдык әдiстi қолдану пайда-
ланылатын әдiстердi жүйелеудi және кiрiктiрiлген онтологиялық моделiн құрастыруды та-
лап етедi. Онтологиялық моделдердi құрастыру белгiленген фармакологиялық белсендiлiгi
бар жаңа химиялық заттектердi иммунды-желiлiк моделдеу үшiн құрамдастық-бағытталған
бағдарламалық қамтамасыз етудi құрастыру барысында кiрiс және шығыс деректерiн жүй-
елеуге, жұмыс iстеу және байланысу ерекшелiктерiн ескеруге, уақыт және есептеу ресурста-
рын азайтуға мүмкiндiк бередi. Ақпараттық дескрипторларды бөлу есебiн шешу үшiн аралар
шоғыры әдiсi мен құстар алгоритмiнiң онтологиялық моделдерi Protеgе онтология редакто-
рында құрастырылды.
Түйiн сөздер: дәрiлердiң компьютерлiк молекулярлық дизайны, QSAR, үйiр интеллектiсi,
ақпараттык дескрипторларды бөлу, онтологиялық моделдер.

The ontological models of swarm intelligence algorithms for immune network modeling of
drugs

Samigulina G.A., Dr.Sci. (Tech.), assistant professor, head of laboratory, Institute of Information and
Computational Technologies, Almaty, Kazakhstan, galinasamigulina@mail.ru

Massimkanova Zh. A., student of master degree, al-Farabi Kazakh National University, Almaty,
Kazakhstan, masimkanovazh@gmail.com

The article is devoted to development of information system of forecasting properties of
new drugs based on methods of swarm intelligence and artificial immune systems. An In
forecasting relationship between the chemical structure of substances and their biological activity
(QSAR, Quantitative Structure-Activity Relationship) an important aspect is feature selection.
A perspective direction in QSAR is the use of artificial intelligence, which provide high accuracy
of forecasting of chemical compounds with predetermined properties. The article considers the
methods of bee colonies and particle swarm algorithm for solving the problem of feature selection
and further immune network modeling of pharmacological activity of chemical compounds. The
existing software of implementation of these algorithms for constructing of optimum set of
descriptors are given. Application of multialgorithmic approach in immune network modeling
of drugs requires the systematization of using methods and development of an integrated
ontological model. Development of ontological models allows to structure input and output data,
to consider features of functioning and relationships, saves time and computational resources in the
development of component-based software for immune network modeling of new substances with
predetermined pharmacological activity. The ontological models of bee colony and particle swarm
algorithm for solving the problem of feature selection are created in ontology editor Protege.
Key words: computer-aided molecular design, QSAR, swarm intelligence, feature selection,
ontological model.

1 Введение

При компьютерном молекулярном дизайне лекарств исследование химических соеди-
нений связано с обработкой огромных массивов данных, представляющих собой опре-
деленную проблему. Решением одной из основных задач фармакологии является изу-
чение зависимости между химическим строением веществ и их биологической актив-
ностью, что позволяет значительно сократить сроки разработки лекарственных пре-
паратов и их стоимость. Количественные зависимости структура-свойства/активность
(QSAR, Quantitative Structure-Activity Relationship) позволяют выявлять потенциально
активные молекулы в базах химических соединений и осуществлять синтез веществ с за-
ранее заданными свойствами. Правильное построение QSAR-модели зависит от качества
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исходного набора соединений (Golla S., 2017: 478). При поиске зависимостей структура-
активность химических веществ актуальной задачей является выбор оптимального на-
бора дескрипторов на основе которого строится QSAR-модель. Задача предсказания
новых соединений с заданными свойствами (Chin Y.L., 2012: 3) решается с использова-
нием интеллектуальных методов, которые позволяют анализировать и предсказывать
токсичность, метаболизм, реакционную способность соединений и др. К ним относятся
нейронные сети, эволюционные алгоритмы, искусственные иммунные системы, алгорит-
мы роевого интеллекта и др.

В настоящее время методы роевого интеллекта являются перспективным направле-
нием и широко применяются во многих областях медицины и фармакологии. К методам
роевого интеллекта, основанным на моделировании поведения живых существ, относят-
ся: методы муравьиной и пчелиной колонии, алгоритм роя частиц, альтруизма, капель
воды, кукушки, серых волков, летучих мышей, гравитационного поиска, светляков, оп-
тимизация передвижения бактерий и многороевая оптимизация.

Актуально применение новых инновационных подходов при разработке системы про-
гнозирования зависимости структура-свойства/активность лекарственных препаратов.
Одним из перспективных подходов являются искусственные иммунные системы. Они
представляют собой сложную адаптивную структуру, эффективно использующую раз-
личные механизмы обучения, памяти и ассоциативного поиска для решения прикладных
задач. Существует несколько направлений (Dasgupta D., 1998: 438) в искусственных им-
мунных системах, таких как клональный алгоритм отбора, негативный алгоритм отбора
и иммунносетевой алгоритм.

Искусственные иммунные системы имитируют поведение иммунной системы чело-
века в процессе защиты организма от внешних факторов (Samigulina G.A., 2015: 48) и
обладают такими достоинствами как память, обучаемость, распределенность, самоорга-
низация и высокая степень параллелизма. В данной статье при решении задачи отбора
информативных дескрипторов рассматриваются методы пчелиной колонии и алгоритмы
роя частиц для построения оптимальной иммунносетевой модели.

2 Обзор литературы

При иммунносетевом моделировании особенно актуально применение онтологических
моделей, позволяющих систематизировать и структурировать данные (Baranjuk V.V.,
2015: 15). Ряд исследований посвящён построению онтологических моделей алгоритмов
роевого интеллекта. Статья (Rangel C., 2015: 536) направлена на создание автоматизи-
рованной системы сравнения и выбора метода для лечения болезни на основе пчелиного
алгоритма. В связи с разнообразием и сложностью вычислений авторами разработана
онтологическая модель алгоритма. В исследовании (Yuan F., 2015: 52) изучается связь
между симптомами и лечением в медицинских записях. Работа (Shao L., 2012: 222) по-
священа разработке онтологической модели алгоритма роя частиц для решения пробле-
мы подобия в наборах данных. В статье (Shi-xiong X., 2011: 6) предлагается система
диагностики на основе метода онтологии и алгоритма роя иммунных частиц. Резуль-
таты эксперимента показывают, что новый алгоритм диагностики позволяет повысить
точность принятия правильных решений.

Создание интеллектуальной технологии прогнозирования зависимости структура-
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свойства/активность состоит из нескольких задач (Самигулина Г.А., 2015: 15). Сначала
выбираются химические соединения для исследования, затем описываются структуры
соединений на основе дескрипторов. После этого выполняется отбор информативных де-
скрипторов и осуществляется построение оптимального набора дескрипторов для даль-
нейшего иммунносетевого моделирования. Затем выполняется классификация и осу-
ществляется обучение искусственной иммунной системы. Далее реализуется алгоритм
распознавания образов на основе сингулярного разложения матриц (Tarakanov A., 2007:
503) для определения класса и выполняется оценка энергетических ошибок, которая поз-
воляет определить эффективность распознавания образов. В заключении производится
отбор кандидатов лекарственных соединений с заданными свойствами для дальнейших
исследований.

На рисунке 1 представлена схема интеллектуальной технологии прогнозирования
фармакологической активности лекарственных препаратов на основе алгоритмов пче-
линой колонии и роя частиц.

Рисунок 1 – Интеллектуальная технология прогнозирования зависимости
структура-свойства/активность

На этапе предварительной обработки данных осуществляется нормализация, прове-
ряется полнота дескрипторов, достоверность и выделение информативных дескрипто-
ров на основе алгоритмов роевого интеллекта. Дескриптор - параметр, характеризую-
щий структуру соединения, химические и биологические свойства веществ. Дескрипто-
ры классифицируются по нескольким уровням: дескрипторы элементного уровня, де-
скрипторы структурной формулы, дескрипторы электронной структуры, дескрипторы
молекулярной формулы, дескрипторы междумолекулярных взаимодействий (Раевский
О.А., 2006: 99). Основными типами молекулярных дескрипторов являются: фрагмент-
ные дескрипторы, топологические индексы, физико-химические дескрипторы, квантово-
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химические дескрипторы, дескрипторы молекулярных полей, константы заместителей,
фармакофорные дескрипторы, дескрипторы молекулярного подобия и др. Всего в на-
стоящее время из различных источников можно встретить более 7000 типов молекуляр-
ных дескрипторов (Ходашинский И.А., 2012: 142). Отбор информативных дескрипторов
позволяет находить оптимальное количество дескрипторов, при котором после имму-
носетевого моделирования и прогнозирования свойств новых химических соединений
ошибка обобщения будет минимальной. Выделение информативных дескрипторов поз-
воляет сократить затраты на вычисление ненужных дескрипторов, повышает скорость
алгоритмов прогнозирования и качество прогноза.

В настоящее время увеличивается использование онтологических моделей для созда-
ния систематизированных структур информационных систем (Samigulina G.A., 2016: 3).
Разработка интеллектуальной системы с использованием онтологических моделей поз-
воляет учитывать особенности функционирования и взаимосвязи, снижает временные
и вычислительные ресурсы. При разработке интеллектуальной системы компьютерного
молекулярного дизайна лекарственных препаратов с заданными свойствами особенно
важно построение интегрированной онтологической модели. Применение современных
онтологических редакторов и построение OWL (Web Ontology Language) моделей облег-
чает решение задачи формирования оптимального набора дескрипторов.

В настоящее время для создания и поддержки онтологий существует целый ряд ин-
струментов, которые помимо общих функций редактирования выполняют поддержку
документирования онтологий, импорт и экспорт онтологий разных форматов и язы-
ков, поддержку графического редактирования, управление библиотеками онтологий и
т.д. Редактор онтологии Protege является доступной программой для проектирования
онтологических моделей. Protege включает редактор онтологий, позволяющий проекти-
ровать онтологии разворачивая иерархическую структуру абстрактных или конкретных
классов и слотов. Структура онтологии сделана аналогично иерархической структуре
каталога (Гладун А.Я., 2006: 1). Protege может генерировать формы получения знаний
для введения классов и подклассов. Инструмент имеет графический интерфейс, удоб-
ный для использования.

3 Материал и методы

Постановка задачи формулируется следующим образом: необходимо разработать он-
тологические модели алгоритмов роевого интеллекта для решения задачи выделения
информативных дескрипторов и дальнейшего иммунносетевого моделирования новых
лекарственных препаратов с заданными свойствами.

Роевой интеллект основан на обратной связи при адаптации к изменяющейся среде и
децентрализованности между частицами. Алгоритмы роевого интеллекта позволяют на-
ходить новые решения и улучшают существующие решения избегая ранней сходимости
к локальному решению. Для поведения роя характерны автономность, распределение
функций и самоорганизация. Размер популяции оказывает влияние на точность и время
вычислений (Олейник А.А., 2012: 114). Большая популяция увеличивает время вычис-
ления и ухудшает сходимость, а малая популяция сходимость улучшает. В алгоритме
роя частиц частица меняет свое положение основываясь на знании текущего положения,
предыдущего состояния и предыдущих состояний соседей данной частицы.
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Алгоритм пчелиной колонии (Олейник А.А., 2011: 85) является одним из эвристиче-
ских алгоритмов для решения оптимизационных задач, который основан на имитации
поведения колонии пчел при сборе нектара. Для описания поведения пчёл использу-
ются понятия, такие как рабочие пчелы, пчелы-исследователи, пчелы-разведчики. Все
пчёлы будут выбирать для исследования не только элитные участки, но и окрестности
для разнообразия решений в последующих итерациях и для увеличения вероятности
обнаружения оптимальных решений.

Для решения задачи выделения информативных дескрипторов используются мо-
дификации классического метода алгоритма пчелиной колонии. Алгоритмы GABC1
и GABC2 отличаются тем, что приводят к глобальному оптимуму. В модификации
JA-ABC улучшена скорость сходимости и предусмотрена способность предотвращения
преждевременной сходимости. Алгоритм ABC использует правила Деба, состоящие из
трех эвристических правил и вероятностной схемы выбора выполнимых решений, осно-
ванных на их значениях фитнес-функции. Алгоритм MBABC использует новый меха-
низм, основанный на измерении различий между бинарными строками для генерации
новых решений. Особенностями пчелиного алгоритма являются динамическое разбие-
ние поискового пространства на области и совместное исследование элитных областей и
неэлитных окрестностей. При решении задачи возможно использование вышеуказанных
модификаций пчелиного алгоритма и за счёт распараллеливания уменьшение времени
работы алгоритмов (Schiezaro M., 2013: 30).

Алгоритм роя частиц может рассматриваться как многоуровневая система, в кото-
рой каждая частица-агент обменивается информацией по простым правилам (Agrawal
S., 2015: 403). Поиск оптимального решения начинается с рассмотрения случайных ча-
стиц, называемых роем. Каждая частица имеет фитнесс-значение, которое вычисляется
с помощью функции затрат. Фитнесс-функция создает пространство поиска, в котором
каждое решение имеет фитнесс-значение. Каждая частица настраивает позицию и ско-
рость в пространстве поиска. На основе координаты частицы рассчитывается скорость
частицы. Выбираются координаты лучшего решения для частиц и для роя частиц. При
перемещении частица меняет свою скорость и позицию в соответствии со своим соб-
ственным опытом и соседей. Метод роя частиц позволяет проводить более ёмкий обмен
информацией между частицами. В качестве связи используется так называемая общая
память, суть которой в том, что каждая частица знает координаты наилучшей точки.
То есть наилучшее решение, найденное роем в каждый момент времени известно всем
его частицам (Hamed Z., 2012: 125). В итоге на движение частицы влияет стремление к
наилучшему среди всех частиц положению.

Существует множество модификаций классического алгоритма с учетом уменьше-
ния вероятности преждевременной сходимости путем изменения характеристик движе-
ния частиц и динамического изменения параметров алгоритма во время оптимизации.
Алгоритм LBEST тщательно исследует пространство поиска, однако является более
медленным, чем классический алгоритм (Particle Swarm Optimization). При этом, чем
меньшее число соседей учитывается при формировании вектора скорости, тем ниже
скорость сходимости алгоритма, но тем эффективней он избегает субоптимальных ре-
шений. В алгоритме InWPSO былo измененo правило обновления векторов скоростей
частиц. Алгоритм TVInWPSO показывает, что частицы сначала исследуют область по-
иска экстенсивно, находя множество субоптимальных решений, а со временем все более
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концентрируются на исследовании их окрестностей. Возрастание инерции способствует
сходимости алгоритма на поздних стадиях работы. Алгоритм CanPSO отличается спосо-
бом вычисления векторов скоростей частиц, так как был введен дополнительный множи-
тель для контроля скорости частицы. В модифицированном алгоритме FIParticleSwarm
важную роль играет информированность всех частиц, что ведет к повышению эффек-
тивности алгоритма. Разработано следующее программное обеспечение на основе пчели-
ных алгоритмов для решения задачи отбора информативных дескрипторов: ABCoptim,
ABCMATLABweb, Artificial-Bee-Colony, EABC, abc-clustering и др.

Существует ряд пакетов прикладных программ на основе роя частиц: ParadisEO,
TribesPSO, EPSO, SwarmNLP, Co-PSO и др. Приложение ParadisEO - это программное
обеспечение, посвященное проектированию, реализации и анализу метаэвристики для
многокритериальной оптимизации. Программный продукт EPSO (Evolutionary Particle
Swarm Optimization) является гибридной системой на основе эволюционного алгоритма
и метода роя частиц. Программа SwarmNLP визуализирует оптимизацию роя частиц по
многократным критериям. Эта программа является хорошим инструментом для реше-
ния задачи на основе оптимизации роя частиц и визуализации пространства решений.
Программный пакет Co-PSO включает в себя расширяемые библиотеки тестовых функ-
ций и графов, определяющих топологии соседства, которые могут быть использованы
алгоритмами роя частиц. В результате работы программа Co-PSO строит график из-
менения значений целевой функции с ростом числа итераций для частиц-победителя, а
также графики изменения размеров частиц в функции номера итерации.

4 Результаты и обсуждение

Разработка онтологической модели начинается с общих понятий и переходит к дета-
лизации. Иерархическая структура онтологической модели состоит из основных клас-
сов, таких как входные (INPUTDATA) и выходные данные (OUTPUTDATA). В работе
(Самигулина Г.А., 2015: 15) предложена интегрированная онтологическая модель им-
мунносетевой технологии, которая состоит из онтологической модели предварительной
обработки данных, онтологической модели распознавания образов и онтологической мо-
дели оценки энергетической ошибки. Формальная интегрированная модель онтологии
представляется в виде кортежа множеств:

OMIIT =< OMPR, OMIR, OMAEE >

где OMPR - онтологическая модель предварительной обработки данных;
OMIR - онтологическая модель распознавания образов;
OMAEE - онтологическая модель оценки энергетической ошибки.
При построении оптимальной иммунносетевой модели применяется мультиалгорит-

мический подход (Самигулина Г.А., 2016: 55), который позволяет использовать несколь-
ко алгоритмов и методов искусственного интеллекта для отбора дескрипторов. В работе
предварительная обработка данных осуществляется на основе алгоритмов пчелиной ко-
лонии и роя частиц.

Онтологическая модель предварительной обработки данных состоит из онтологиче-
ских моделей алгоритмов пчелиной колонии и роя частиц:
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OMPR =< OMABC , OMPSO >

где OMABC -онтологическая модель алгоритмов пчелиной колонии;
OMPSO - онтологическая модель алгоритмов роя частиц.
Онтологическая модель алгоритмов пчелиной колонии состоит из нескольких моди-

фикаций классического алгоритма:

OMABC =< OMGABC1, OMGABC2, OMJA−ABC , OMABC , OMMBABC , OMBasicABC >

где OMGABC1 - онтологическая модель алгоритма GABC1;
OMGABC2 - онтологическая модель алгоритма GABC2;
OMJA−ABC - онтологическая модель модификации JA-ABC;
OMABC - онтологическая модель алгоритма ABC;
OMMBABC - онтологическая модель модификации MBAB;
OMBasicABC - онтологическая модель классического алгоритма.
Так как не существуют универсальных методов для построения оптимального набора

дескрипторов, то при разработке интеллектуальной системы прогнозирования фарма-
кологической активности лекарственных соединений основной задачей является умень-
шение ошибки обобщения и повышение качества прогноза.

Достоинством применения мультиалгоритмческого подхода является возможность
выбора алгоритма с наилучшими результатами после иммунносетевого моделирования,
то есть выбирается тот алгоритм, использование которого дает минимальную ошиб-
ку обобщения. Алгоритмы, описанные выше, могут быть использованы для отбора де-
скрипторов и их результаты будут отличаться в зависимости от размера и качества
данных, наличия независимых дескрипторов, критериев оптимальности и останова и
т.д. При построении онтологической модели алгоритмов пчелиной колонии (Таблица 1)
в качестве примера был рассмотрен классический алгоритм пчелиной колонии, так как
отличительной чертой классического алгоритма является децентрализованность, взаи-
модействие агентов и простота поведения агентов. Данный алгоритм зависит от таких
параметров как: общее число пчёл-разведчиков, общее число участков, число элитных
участков, максимальное число итераций. Поэтому онтологическая модель классического
алгоритма представляется следующим образом:

OMBasicABC =< InitialPopulation,NumberOfLocation, Iteration,Gbest >

где InitialPopulation - общее число пчёл-разведчиков;
NumberOfLocation - общее число участков;
Iteration - максимальное число итераций;
Gbest - лучшая координата пчелы.

С помощью инструмента OntoGraf в редакторе онтологий Protege было осуществлено
графическое представление онтологической модели классического алгоритма пчелиной
колонии (Рисунок 2). Алгоритм роя частиц также имеет несколько модификаций. Они
различаются скоростью сходимости, наличием дополнительных множителей и др.

OMPSO =< OMLBEST , OMInWPSO, OMTV InWPSO, OMCanPSO, OMFIPS, OMBasicPSO >
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где OMLBEST - онтологическая модель алгоритма LBEST;
OMInWPSO - онтологическая модель модификации InWPSO;
OMTV InWPSO - онтологическая модель алгоритма TVInWPSO;
OMCanPSO - онтологическая модель алгоритма CanPSO;
OMFIPS - онтологическая модель алгоритма FIParticleSwarm;
OMBasicPSO - онтологическая модель классического алгоритма.

Таблица 1 – Онтологическая модель алгоритмов пчелиной колонии

Наименование Содержание
Онтологическая модель
алгоритмов пчелиной колонии Алгоритмы пчелиной колонии:

- Алгоритм GABC1
- Алгоритм GABC2
- Модификация JA-ABC
- Алгоритм ABC
- Модификация MBABC
- Классический алгоритм BasicABC
Создание размера популяции.
Определение местоположения источников нектара
(DetermineLocationOfFoodSourse).
Оценка фитнесс-функций.
Поиск рабочими пчелами новых источников и
исследование лучшего источника
(EmployedBeePhase).
Выбор источника пчелой-исследователем (OnlookerBeePhase).
Произведение локальной разведки в окрестностях
выбранных точек (ScoutBeePhase).
Определение соседства агентов (DetermineNeighbourhood).
Выбор элитного (SelectEliteLocation) и
неэлитного (SelectNon-eliteLocation) местоположения.
Запоминание лучшего источника (Gbest). При достижении
улучшения в рое сохраняется обновленное лучшее решение
и соответствующий ему вектор параметров целевой функции.
При выполнении условия останова (StopSearching) из множества
решений выбирается наилучшее, которое является результатом
вычисления алгоритма.
Отобранный набор дескрипторов.

Критерием останова могут быть: достижение максимально допустимого количества
итераций, нахождение приемлемого решения, отсутствие существенного улучшения зна-
чения целевой функции на протяжении некоторого количества итераций. За счет исклю-
чения дополнительных параметров классический алгоритм роя частиц снижает вычис-
лительные сложности и время обработки данных. Онтологическая модель классического
алгоритма роя частиц представляется следующим образом:

OMBasicPSO =< PopulationSizeOfAgents, pbest, Iteration,Gbest >

где PopulationSizeOfAgents - общее число агентов;
pbest - наилучшая позиция частицы;
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Рисунок 2 – Онтологическая модель алгоритма пчелиной колонии

Iteration - максимальное число итераций;
Gbest - наилучшая позиция роя.
В графическом виде онтологическая модель алгоритмов роя частиц представлена на

рисунке 3.

Рисунок 3 – Онтологическая модель роя частиц

В работе построена онтологическая модель классического алгоритма BasicPSO, так
как алгоритм более глубоко исследует дескрипторное пространство и не имеет допол-
нительных параметров. Онтологическая модель алгоритмов роя частиц представлена в
таблице 2.
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Таблица 2 – Онтологическая модель алгоритмов роя частиц

Наименование Содержание
Онтологическая модель
алгоритмов роя частиц Алгоритмы роя частиц:

- Алгоритм LBEST
- Модификация InWPSO
- Алгоритм TVInWPSO
- Алгоритм CanPSO
- Алгоритм FIPS
- Классический алгоритм BasicPSO
Создание размера популяции частиц (PopulationSizeOfAgents).
Генерация начальных положений (RandomPosition) и
скоростей (RandomVelocity, при которой создается вектор
равномерно распределенных случайных величин и произвольно
выбирается наилучшая позиция частицы (pbest).
Вычисление фитнесс-функций.
Определение наилучшего положения (gbest).
Миграция на основе стохастического поведения частиц.
Обновление позиций (UpdatePosition) и скоростей (UpdateVelocity).
Обновление лучшей позиции частиц (UpdateBestPosition).
Проверка условия завершения (StopCondition), которая
происходит в результате достижения заданного числа итераций.
Сохранение лучшего положения (Gbest). При достижении
улучшения в рое сохраняется обновленное лучшее решение и
соответствующий ему вектор параметров целевой функции.
Отобранный набор дескрипторов.

5 Заключение

Интеллектуальная технология прогнозирования зависимости структура-свойства/
активность с использованием мультиалгоритмического подхода позволяет интегриро-
вать разные методы искусственного интеллекта для решения задачи компьютерного мо-
лекулярного дизайна новых лекарственных препаратов с заданными свойствами. При-
менение мультиалгоритмического подхода с использованием алгоритмов роевого интел-
лекта позволяет эффективно осуществлять предварительную обработку данных, выде-
лять информативный набор дескрипторов, создавать оптимальную иммунносетевую мо-
дель. Выбирается тот алгоритм роевого интеллекта, который дает минимальную ошибку
обобщения при иммунносетовом моделировании. Разработаны онтологические модели
алгоритмов пчелиной колонии и алгоритмов роя частиц для выделения оптимального
набора дескрипторов и дальнейшего иммунносетевого моделирования в редакторе онто-
логий Protege. Разработка интеллектуальной системы с использованием онтологических
моделей рассматриваемых алгоритмов позволяет структурировать данные и анализи-
ровать скрытые взаимосвязи между дескрипторами. Работа выполнена по гранту КН
МОН РК № ГР 0115РК00549 (2015-2017 г.г) по теме проекта: "Компьютерный молеку-
лярный дизайн лекарственных препаратов на основе иммунносетевого моделирования".
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Свойства переноса воздуха в респираторной системе человека с помощью
численного моделирования
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г. Алматы, Республика Казахстан, +77056108050, E-mail: alibek.issakhov@gmail.com

Абылкасымова А. Б., докторант, Казахский национальный университет им.
аль-Фараби, г. Алматы, Республика Казахстан

В данной работе рассматривается перенос воздуха в респираторной системе человека с помо-
щью численного моделирования. Исследование течения воздуха в носовой полости человека
представляет значительный интерес, поскольку дыхание осуществляется в основном с по-
мощью носа. Носовое дыхание важно для поддержания внутренней среды легких, так как
температура окружающего воздуха переходит в альвеолярные условия при достижении носо-
глотки. В данной работе проводилось двухмерное численное моделирование переноса воздуха
в модельных поперечных сечениях носовой полости для нормального человеческого носа на
основе системы уравнений Навье-Стокса, уравнения для температуры и уравнения для от-
носительной влажности. Для численного решения данной системы уравнений применяется
схема расщепления по физическим параметрам. Полученные данные численного моделирова-
ния переноса воздуха носовой полости человека сверялись с известными численными резуль-
татами, в виде профилей скорости и температуры. Результаты численного моделирования
свидетельствуют о том, что при дыхании с помощью нормального человеческого носа есть
достаточно времени для нагрева и водообмена, чтобы достичь внутриальвеолярного состоя-
ния. Носовая полость ускоряет теплообмен путем сужения проходов для воздуха и завихрений
от носовых раковин стенок внутренней полости.
Ключевые слова: перенос воздуха в респираторной системе человека, альвеолярное состо-
яние, теплообмен в носовой полости, уравнение Навье-Стокса, схема расщепления по физи-
ческим параметрам, метод конечных объемов.

Cандық модельдеу көмегiмен адамның тыныс алу жүйесiнде ауаның тасымалдануының
қасиеттерi

Исахов А.А., Ph.D. докторы, әл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университетi,
Алматы қ., Қазақстан Республикасы, +77056108050, Электрондық пошта: alibek.issakhov@gmail.com

Абылкасымова А. Б., докторант, әл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университетi,
Алматы қ., Қазақстан Республикасы

Берiлген жұмыста сандық модельдеу көмегiмен адамның тыныс алу жүйесiнде ауаның тасы-
малдануын қарастырады. Тыныс алу мұрын арқылы жүретiн болғандықтан, мұрын қуысын-
дағы ауаның ағымын зерттеу қызығушылық туғызады. Қоршаған ортаның температурасы
мұрынжұтқыншаққа жеткенде альвеолярлы жағдайға ауысқандықтан, өкпе iшкi ортасын
сақтау үшiн мұрынмен тыныс алу маңызды болып табылады. Берiлген жұмыста адам мұр-
ны үшiн мұрын қуысының көлденең қимасы моделiнде ауаның таралуын Навье-Стокс теңдеуi
негiзiнде, температура теңдеуi және салыстырмалы ылғал теңдеуi үшiн екi өлшемдi сандық
модельдеу жүргiзiлдi.

Вестник КазНУ. Серия математика, механика, информатика №1(93)2017



106 Исахов А.А., Абылкасымова А. Б.

Берiлген теңдеулер жүйесiнiң сандық шешiмiн табу үшiн физикалық параметрлер бойын-
ша ыдырату схемасы қолданылады. Адам мұрын қуысындағы ауаның таралуының сандық
модельдеуi жылдамдық және температура профильдерiнiң сандық нәтижелерiмен салысты-
рылды. Сандық модельдеу нәтижелерiнен iшкiальвеолярлық жағдайға жету үшiн тыныс алу
кезiнде адам мұрны ауаны жылыту және ылғандандыру үшiн жеткiлiктi уақыт бар. Ауа өту
жолын тарылту және iшкi қуыс қабырғасының мұрын қалқанының құйындары мұрын қуы-
сында жылу алмасуды тездетедi.
Түйiн сөздер: адам тыныс алу жүйесiнде ауаның таралуы, альвеолярлы жағдай, мұрын
қуысында жылу алмасу, Навье-Стокс теңдеуi, физикалық параметрлер бойынша ыдырату
схемасы, ақырлы көлем әдiсi.

Air transport properties in the human respiratory system by using numerical simulation
Issakhov A.A., Ph.D., al-Farabi Kazakh National University,

Almaty, Kazakhstan, +77056108050, E-mail: alibek.issakhov@gmail.com
Abylkassymova A.,doctorate student, al-Farabi Kazakh National University, Almaty, Kazakhstan

This paper considers air transport in the human respiratory system with the numerical simulation.
Investigation of air flow in the human nasal cavity is of considerable interest, since breathing is done
mainly through the nose. Nasal breathing is important to maintain the internal environment of
lung, as the ambient temperature becomes alveolar conditions when the nasopharynx. In this study
conducted a two-dimensional numerical simulation of air transport in the model cross-sections of
the nasal cavity to normal human nose, which based on the Navier-Stokes equations, the equations
for temperature and equation for relative humidity. For the numerical solution of this system of
equations is used projection method. The obtained data transfer numerical modeling air human
nasal cavity were verified with known numerical results in the form of velocity and temperature
profiles. Numerical modeling results show that with normal breathing through a human nose have
enough time to heat and water exchange to achieve intraalveolar state. The nasal cavity accelerates
heat by narrowing the air passages and twists of the turbinates walls of the inner cavity.
Key words: transport of air in the human respiratory system, alveolar state, heat transfer in the
nasal cavity, the Navier-Stokes equations, projection method, finite volume method.

1 Введение

Через носовую полость происходит первичное распознавание запахов, через него мы
вдыхаем воздух, который переходит в альвеолярные состояния (нагревается там до фи-
зиологически нормальной температуры и полностью насыщается водяным паром). Его
пределы ограничены вестибулярным аппаратом и внутренними отверстиями полости
носа (ходами). Носовая полость разделена анатомически на несколько отделов. Перего-
родкой нос разделен на две симметричные полости. Внешние отверстия носа - ноздри,
ведут к преддверию, имеющему крыльные хрящи и колумеллу. В преддверии имеют-
ся маленькие волоски - вибриссы. В носу во внутреннем носовом клапане есть место
сужения, который соединяет преддверие и собственно полость носа. Носовая полость
содержит 2-3 сосудистых образований - носовые раковины. Они выполняют функции
регуляторов всей воздушной циркуляции, создают нормальную температуру воздуха и
полностью насыщают водяным паром, очищают и обеззараживают его. В норме воз-
душный поток проходит через нос со скоростью 6 л/мин, этот показатель может быть
увеличен до 10 л/мин. Однако носовая полость имеет в зависимости от причины воз-
никновения, искривления и могут быть разделены как:

1. Физиологические
2. Компенсаторные
3. Травматические
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При вышеуказанном характере искривлении, они негативно сказывается в первую
очередь на затруднения дыхания. Носовое дыхание является очень важной, системной
частью жизнедеятельности нашего организма и любые его нарушения рано или поздно
вызывают отрицательные последствия для человеческого организма. Чаще всего страда-
ет сердечно-сосудистая система, развиваются бронхит или регулярные простуды. Также
отрицательные последствия для здоровья из-за носовой полости можно отнести такие
причины:

– Затруднение носового дыхания;
– Хронический ринит;
– Аллергические реакции;
– Головные боли;
– Сухость в носу, дискомфорт и неприятные ощущения во время носового дыхания;
– Носовые кровотечения;
– Храп по ночам;
– Повышенная утомляемость, снижение работоспособности, пониженная устойчи-

вость к физическим нагрузкам;
– Частые инфекции, протекающие с симптомами ОРЗ (насморк, кашель, чихание),

повышением температуры тела;
– Симптомы хронического воспаления глотки и гортани;
– Симптомы воспалительного процесса в среднем ухе;
– Нарушение формы носа;
– Ухудшение памяти, мышления, рассеянность внимания.
Основным методом устранения искривления носовой полости является хирургиче-

ская операция - септопластика. Однако надо отметить, что успешность хирургической
операции в лучшем случае не превышает 80 %, что приводит к повторной хирургической
операции. А также хирургическая операция будет, зависеть от опыта и умелости само-
го хирурга. Естественно для увеличения процента успешности хирургической операции
нужно будет точно сделать исправления носовой полости. Так как до хирургического
вмешательство за счет рентгеновских снимков можно будет оценить характер искрив-
ления и с помощью численного моделирования можно будет заранее исправить и опти-
мизировать носовую полость. Зная предварительно точное исправление носовой пазухи,
хирург может увеличить процент успешности проводимой хирургической операции, что
соответственно уменьшит процент повторной операции.

2 Обзор литературы

Носовая полость уравновешивает вдыхаемый воздух с внутренним состоянием тела с
удивительной эффективностью. В работах Коула (Cole, 1953: 669-681), Инглестедта
(Ingelstedt, 1956: 1-80) и Вебба (Webb, 1951: 378-382) были достигнуты общие согла-
сия, что вдыхаемый воздух через носовую полость достигает до альвеолярного состо-
яния (полностью насыщен парами воды и при нормальной температуре тела) к тому
времени, когда она достигает глотки, и это практически не зависит от состояния окру-
жающего воздуха поступившего через ноздри. Эти результаты, также были получены
в работе Фарли и Пател (Farley and etc., 1988: 628-632), которые собирали в естествен-
ных условиях данные с показания температуры воздуха вдоль верхних дыхательных
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путей, а также в работе Ханна и Шерер (Hanna and etc., 1986: 12-18), отражаются
измерения локальных коэффициентов массообмена на гипсовой модели верхней дыха-
тельной пути человека. Тем не менее, в работе МакФаден (McFadden, 1983: 331-336)
отметил, что выводы справедливы и для спокойного дыхания, в некоторых обстоятель-
ствах при высоких уровнях вентиляции, кондиционирование дополнительного воздуха
должно происходить во внутригрудных дыхательных путях для того, чтобы полностью
обусловливать вдыхаемый воздух в альвеолярном состоянии.

Многочисленные исследования были направлены на оценку увлажнения и регули-
рования температуры носовой полости. Однако математические модели были основаны
на осесимметричных трубках или занятых квазистационарных потоках (Naftali and etc.,
1998: 931-839). Как правило, эти работы подтвердили мнение, что в нормальных усло-
виях есть достаточно времени для нагрева и увлажнения воздуха в носовой полости.
Кроме того, лекарства также как хирургические процедуры в настоящее время исполь-
зуются с возрастающей скоростью для восстановления структуры и функций носовой
полости (Maran, 1990). Например, ароматические ингаляции используются для улучше-
ния воздушного потока и для уменьшения скоплении, а также процедуры ринопластики
используются для преодоления травмы или эстетических деформаций. Эти искусствен-
ные вмешательства вызывают локальные изменения, и могут повлиять на эффектив-
ность транспортных явлений воздуха. Однако, точные интраназальные характеристики
и распределение транспортных явлений пока еще неизвестны даже для нормального
(или здорового) состояния (Issakhov, 2016: 1082-1096), (Issakhov, 2011: 1282-1288).

Экспериментальное исследование носовой полости является практически невозмож-
ным, из-за сложной внутренней структуры и размеров, т.е. введение любого измери-
тельного прибора или зонда вызывает дополнительное возмущение потока. Поэтому
математическое моделирование является одним из единственных подходов для изуче-
ния течения воздуха в носовой полости.

Целью данного исследования было использование численного вычисления для ис-
следования динамической емкости носовой полости, процесса нагрева и увлажнения
вдыхаемого воздуха.

3 Постановка задачи

Воздушный поток через структуру носовой полости проходит очень сложный путь.
Сложная структура носовой полости и полный трехмерный анализ потока пара, пе-
редача тепла во внутренней части слизистой оболочки носовой полости требует значи-
тельных вычислительных ресурсов, которые препятствуют систематическому анализу
соответствующих факторов (Рисунок 1).

С учетом имеющихся вычислительных ресурсов, комплексное исследование транс-
портных механизмов проводилось в двумерном виде, через поперечные сечения носа.

Дополнительно для численного моделирования делаются следующие предположе-
ния:

– Стенки носовой полости и носовых раковин предполагаются неподвижно твердыми.
– Течение воздуха в носовой полости рассматривается как ламинарное течение, и

воздух как несжимаемую среду (так как числа Рейнольдса и Маха очень маленькие ).
– Скорости на стенках полости принимаются как нулевые (u = 0, v = 0 ).
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Рисунок 1 – Модель носа при продольном сечении.

Рисунок 2 – Упрощенная модель носа: а) продольное сечение, b) коронарное сечение, c) поперечные
сечения на высоте h=3, 13, 17, 20, 26, 33, 40 мм от нижней точки носовой полости, d) перспективный

вид.
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– Стенки носовой полости считаются полностью насыщенными парами воды и тем-
пература вблизи тела из-за влажного слизистого слоя доходят до васкулярных сосудов
носовой стенки.

Тонкие особенности носа не имеют точных размеров, т.к. существуют различия в
структуре носовой полости у здоровых людей, поэтому практически невозможно опре-
делить точную модель "нормального носа". Таким образом, разрабатывается упрощен-
ная модель носа, где выявляются основные существенные признаки носовой полости.
Размеры взяты из усредненных данных носовой полости человека (Рисунок 2).

Физической областью задачи является второе поперечное сечение (Рисунок 2(с) 2-"),
которое имеет важные значение для исследования, т.к. именно в этой области протека-
ет значимая доля воздушного потока, а также имеет сложную структуру, благодаря
которой выполняются основные функций носовой полости.

Математическая модель построена на основе уравнений Навье-Стокса, включающие
уравнение неразрывности, уравнение движения, а также дополнительно используется
уравнение энергии (температуры) и уравнения для относительной влажности (Ferziger
and etc., 2013), (Fletcher and etc., 2013), (Chung, 2002).
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где u, v - компоненты скорости, t - время, p - давление, v - кинематическая вязкость, T -
температура, C- влажность, cp - удельная теплоемкость среды при постоянном давле-
нии, k - коэффициент теплопроводности, ρ - плотность, D - коэффициент молекулярной
диффузии.

Мгновенная скорость на входе в каждом поперечном сечении предполагается, что
имеет параболический профиль с максимальной скоростью (UM

in )max, которая изменя-
ется в течение дыхательного цикла. В работе Хирардин и др. (Girardin, 1983: 231-236)
проведены измерения с помощью лазерной анемометрии в модели носа человека и были
обнаружены, что поле течение в основном имеют слоистые параболические профили

ISSN 1563–0285 Journal of Mathematics, Mechanics and Computer Science Series№1(93)2017



Свойства переноса воздуха в респираторной . . . 111

скорости в любом поперечном сечении. В состоянии покоя, нормальные взрослый чело-
век дышит объемом около VT = 0.5L (вдох и выдох) f = 15 раз в минуту при средней
скорости потока около 0,125 л/с в каждую ноздрю. Соответственно, мгновенное распре-
деление скорости на входе UM

in в направлении x дана таком виде (Рисунок 3):

uin(t, x = 0, y) = (UM
in )max

[
2 sin2 πt

2
− 1

]
× (12y − y2)

36

Граничное условие входа для температуру и относительной влажности внешнего
воздуха взята равным 25◦C и 0.0047 kg H2O/m

3, соответственно:

Tin(t, x = 0, y) = 25◦C

Cin(t, x = 0, y) = 0.0047 kg H2O/m
3

На стенках носовой полости и носовой раковины:

uwall(t, x, y) = 0, vwall(t, x, y) = 0,

Twall(t, x, y) = 37◦C Cin(t, x, y) = 0.0438 kg H2O/m
3

Начальные условия задаются в таком виде:

u0(t = 0) = 0,

T0(t = 0) = 32◦C.

C0(t = 0) = 0.0235 kg H2O/m
3.

4 Материал и методы

Для численного решения данной системы уравнений используется схема расщепления
по физическим параметрам (Issakhov, 2015: 229-238), (Chorin, 1968: 745-762). Уравнения
дискретизируются методом конечных объемов (Peyret, 1983), (Pletcher and etc., 2011),
(Roache, 1972). На первом этапе предполагается, что перенос количества движения осу-
ществляется только за счет конвекции и диффузии, и методом Рунге-Кутта четвертого
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Рисунок 3 – Скорость воздуха на входе в поперечном сечении.

порядка вычисляется промежуточное поле скоростей (Chung, 2002). На втором этапе,
по найденному промежуточному полю скорости, находится поле давления. Уравнение
Пуассона для поля давления решается методом Якоби. На третьем этапе предполагает-
ся, что перенос осуществляется только за счет градиента давления. На четвертом эта-
пе вычисляется уравнения для температуры методом Рунге-Кутта четвертого порядка.
На пятом этапе вычисляется уравнения для относительной влажности, также решает-
ся методом Рунге-Кутта четвертого порядка (Chung, 2002), (Issakhov, 2016: 1082-1096),
(Issakhov, 2011: 1282-1288). Ниже приведена математическая запись данного алгоритма:
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Для проведения численного моделирования была построена вычислительная сетка
с помощью программного комплекса PointWise. Для того чтобы распараллелить чис-
ленный алгоритм используется метод декомпозиции области для этого вычислительная
область делиться на 12 подобластей. Поставленная задача запускалась на программном
комплексе ITFS-MKM на высокопроизводительном кластере T-Cluster при механико-
математическом факультете КазНУ им. аль-Фараби
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5 Результаты и обсуждение

В результате численного моделирования аэродинамики носовой полости человека по-
лучены следующие данные. А также для проверки данного численного алгоритма ис-
пользовались данные расчетов из статьи (Naftali and etc., 1998: 831-839), где описаны
профили продольной компоненты скорости и температуры в трех поперечных сечени-
ях: на расстоянии x1 =17мм, x2 =49мм и x3=80 мм от входа (Рис. 4). Для численно-
го моделирования использовались соответствующие, параметры для воздушных кон-
стант: ρ = 1.12 kg/m3, µ = 1.9 × 10−5 kg/ms, cp = 1005.5 J/kgK , k = 0.0268 W/mK,
D = 2.6× 10−5m2/s.

На рисунке 5 показаны сравнение профилей для x1, x2 и x3 продольной составляю-
щей скорости результатов расчета и данных из статьи Naftali S. (Naftali and etc., 1998:
831-839). На рисунке 6 показаны сравнение профилей температуры для сечений x1, x2
и x3 с работой (Naftali and etc., 1998: 831-839). На рисунке 7 показаны профили относи-
тельной влажности для сечений x1, x2 и x3. На всех рисунках представлены численные
результаты были обезразмерены.

Рисунок 4 – Оценка в трех локациях для температуры и скорости для поперечного сечения.

На рисунке 8 изображен продольный компонент скорости в поперечном сечении для
времени t = 1 c. На рисунке 9 изображен поперечный компонент скорости в поперечном
сечении для времени t = 1 c. Из рисунков видно, что появляющиеся из-за носовых
раковин вихревые течения, которые играют немаловажную роль в процессе нагрева
воздуха. На рисунке 10 - 11 отображаются компоненты температуры, и относительная
влажность на расчетной области для времени t = 1 c. Из рисунков можно заметить, что
при прохождении в узких местах носовой полости воздух нагревается вниз по течению, а
также увеличивается относительная влажность. А также из рисунка 9 можно увидеть,
что за носовой перегородкой температура увеличивается и к носоглотке температура
воздуха греется до альвеолярного состояния. А при низкой температуре окружающей
среды относительная влажность играет очень важную роль.

6 Заключение

Таким образом, в ходе исследования носовой полости можно сделать следующие вы-
воды, что стенки носовой полости способствуют нагреву воздуха и появлению вихрей,
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Рисунок 5 – Сравнения профили составляющей скорости для сечений x1 =17 мм, x1 =49 мм и x3=80
мм с результатами расчетов из статьи (Naftali and etc., 1998: 831-839).

Рисунок 6 – Сравнения профилей температуры для сечений x1 =17 мм, x1 =49 мм и x3=80 мм с
результатами расчетов из статьи (Naftali and etc., 1998: 831-839).
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Рисунок 7 – Профили отностительной влажности для сечений x1 =17 мм, x1 = 49 мм и x3=80 мм.

Рисунок 8 – Продольные компоненты скорости потока для поперечного сечения.

которые имеют немаловажное значение для перехода воздуха в альвеолярное состояние,
перед тем как попасть в носоглотку. А также немаловажную роль играет, относительная
влажность в носовой полости, так как при низких температурах окружающей среды
за счет влажности идет нагревание входного воздуха. Исследования движения воздуха
в носовой полости являются актуально значимыми, так как в настоящее время, по
разным причинам увеличивается число людей с проблемами носового дыхания данная
проблема разрешается хирургическим путем, где важно оптимально оперировать
структуру носа, так чтобы носовая полость правильно функционировала, поскольку
нормальное дыхание должно осуществляется с помощью носа.
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Рисунок 9 – Поперечные компоненты скорости потока для поперечного сечения.

Рисунок 10 – Температура потока для поперечного сечения.

Рисунок 11 – Отностительная влажность потока для поперечного сечения.
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аспекте.
7) Материал и Методы - должны состоять из описания материалов и хода работы, а также
полного описания использованных методов. Характеристика или описание материала исследова-
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данных трудов с точки зрения их научного вклада, а также пробелы в исследовании, которые
Вы дополняете в своей статье. НЕДОПУСТИМО наличие множества ссылок, не имеющих отно-
шения к работе, или неуместные суждения о ваших собственных достижениях, ссылки на Ваши
предыдущие работы.
9) В разделе Результаты и Обсуждение - приводится анализ и обсуждение полученных вами
результатов исследования. Приводятся выводу по полученным в ходе исследования результатам,
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ждение истинности выдвигаемого утверждения, высказанного автором, и заключение автора об
изменении научного знания с учетом полученных результатов. Выводы не должны быть аб-
страктными, они должны быть использованы для обобщения результатов исследования в той
или иной научной области, с описанием предложений или возможностей дальнейшей работы.
Структура заключения должна содержать следующие вопросы: Каковы цели и методы иссле-
дования? Какие результаты получены? Каковы выводы? Каковы перспективы и возможности
внедрения, применения разработки?
11) Список используемой литературы, или Библиографический список состоит из не менее 30
наименований литературы, и из них 50необходимо представить список литературы в двух вари-
антах: первый - в оригинале, второй - романизированным алфавитом (транслитерация). Рома-
низированный список литературы должен выглядеть в следующем виде: автор(-ы) (транслите-
рация) – (год в круглых скобках)– название статьи в транслитерированном варианте [перевод
названия статьи на английский язык в квадратных скобках], название русскоязычного источника
(транслитерация, либо английское название - если есть), выходные данные с обозначениями на
английском языке. Например: Gokhberg L., Kuznetsova T. Strategiya-2020: novye kontury rossiiskoi
innovatsionnoi politiki [Strategy 2020: New Outlines of Innovation Policy]. Foresight-Russia, vol. 5, no
4.(2011): pp. 8-30.
Список литературы представляется в алфавитном порядке, и ТОЛЬКО те работы, которые ци-
тируются в тексте. Стиль оформления списка литературы на русском и казахском языке со-
гласно ГОСТ 7.1-2003 "Библиографическая запись. Библиографическое описание. Общие тре-
бования и правила составления"(требование к изданиям, входящих в перечень ККСОН). Стиль
оформления Романизированного списка литературы, а также источников на английском (дру-
гом иностранном) языке для естественнонаучных и технических направлений - Chicago Style
(www.chicagomanualofstyle.org).
В данном разделе необходимо учесть:
а) Цитируются основные научные публикации, передовые методы исследования, которые приме-
няются в данной области науки и на которых основана работа автора.
б) Избегайте чрезмерных самоцитирований.
в) Избегайте чрезмерных ссылок на публикации авторов СНГ/СССР, используйте мировой опыт.
г) Библиографический список должен содержать фундаментальные и наиболее актуальные тру-
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12) Ссылки на цитируемые работы в тексте даются в скобках, с указанием первого автора рабо-
ты, год издания: номер страниц(-ы). Например, (Залесский 1991: 25). В случае, наличия в списке
литературы нескольких работ одного и того же автора, изданных в один год, то дополнительно
к году издания добавляется буква "а "б"и т.д. Например, (Садуова, 2001а: 15), (Садуова, 2001б,
22).

6. Журнал придерживается единого стиля и поэтому предъявляет ряд общих требований к оформ-
лению работ. Исходный (неоттранслированный) tex-файл должен целиком помещаться в гори-
зонтальных рамках экрана за возможным исключением матриц и таблиц и транслироваться без
протестов LATEX2ε и сообщений о кратных и неопределенных метках, больших переполненных
и незаполненных боксах. Не следует определять много новых команд, изобретая собственный
сленг. Авторы могут подгружать другие стандартные стилевые пакеты, но только те, которые
не входят в противоречие с пакетами amsmath и amssymb. Естественно файл, кроме всего про-
чего, должен быть проверен на отсутствие грамматических и стилистических ошибок. Статьи,
не удовлетворяющие этим требованиям, возвращаются на доработку.

Эталонный образец работы с демонстрацией графики, с преамбулой устраивающей редакцию,
списки типичных ошибок оформления и методы их устранения можно получить в редакции или
на сайте КазНУ им. аль-Фараби http://journal.kaznu.kz.

7. Графические файлы с рисунками должны быть только качественными черно-белыми в фор-
мате .eps , либо выполненными в латеховском формате. Рисунки в этих форматах делаются,
например, с помощью мощных математических пакетов Maple, Mathematica или с помощью па-
кета Latexcad. Качественные графические файлы сделанные другими графическими программа-
ми должны быть сконвертированы в формат .eps c помощью Adobe Photoshop или конвертера
Conversion Artist. Все рисунки должны быть уже импортированными в tex-файл и представля-
ются в редакцию вместе с основным файлом статьи. Графические форматы,отличные от выше
указанных, отвергаются.

Редакция вправе отказаться от включения в работу рисунка, если автор не в состоянии обеспе-
чить его надлежащее качество.

Уважаемые читатели, вы можете подписаться на наш журнал "Вестник КазНУ. Серия математи-
ка, механика, информатика”, который включен в каталог АО "Казпочта""ГАЗЕТЫ И ЖУРНАЛЫ".
Количество номеров в год – 4. Индекс для индивидуальных подписчиков, предприятии и организаций –
75872, подписная цена за год – 1200 тенге; индекс льготной подписки для студентов – 25872, подписная
цена за год для студентов – 600 тенге.
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