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About the group approach in the task of fuzzy synthetic evaluation

The fuzzy synthetic evaluation method can be applied to problems where we need to evaluate
object determined by various heterogeneous features. The problem is to determine quantitatively
significances of various features th6666/at is their weights. Using various weight vectors leads to
the different results of evaluation. There are various methods to define weight vectors but there
is no criterion to determine the best of them. The work is devoted to the problem of determining
the balance in the method of fuzzy synthetic evaluation sites. The paper proposes the use of the
cluster approach to determine the weights of the criteria which in a sense, a universal and can
be applied to various modifications of this method. We establish a connection between the fuzzy
synthetic evaluation method and fuzzy classifications and propose a group approach to determine
weights of the method. Also, the article describes the proof of the theorem, which determines the
weight of the criteria for the group approach.
Key words: the synthetic method, a group approach, the weight criteria, fuzzy classification.

Ахметова А.Ж., Ла. Л.Л.
О групповом подходе в задаче нечеткой синтетической оценки

Синтетический метод нечеткой оценки может быть применен к задачам, в которых нужно
оценить объект, определяемый различными разнородными функциями. Проблема состоит в
том, чтобы определить значения различных функций, которым является количественная ха-
рактеристика – их вес. Использование различных весовых векторов приводит к различным
результатам оценки. Существуют различные методы для определения весовых векторов, но
нет никакого критерия, чтобы определить лучшие из них. В методе нечеткой синтетической
оценки объектов можно определить веса. Предлагается использование группового подхода,
с помощью которого можно определить веса критериев. Он является универсальным и мо-
жет быть применен к различным модификациям этого метода. Для определения веса метода
установлена связь между синтетическим методом оценки и нечеткой классификации. Кроме
того, в статье описывается доказательство теоремы, которая определяет вес критериев для
группового подхода.
Ключевые слова: cинтетический метод, групповой подход, веса критериев, нечеткая клас-
сификация.
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Ахметова А.Ж., Ла. Л.Л.
Бұлдыр синтетикалық бағалау есебiндегi топтық әдiс туралы

Бұлдыр бағалауды жүзеге асыратын синтетикалық әдiстi түрлi функциялармен сипаттала-
тын объекттердi бағалауға мүмкiндiк беретiн есептерге қолдануға болады. Мұндай есептер-
дегi негiзгi мәселе – сандық сипаттама болып табылатын түрлi функциялардың мәндерi,
яғни олардың салмағын анықтау болып табылады. Түрлi салмақтық векторларды қолда-
ну бағалаудың түрлi нәтижелерiне алып келедi. Салмақтық векторларды анықтаудың түрлi
әдiстерi болғанымен, олардың iшiнен ең тиiмдiсiн таңдап беретiн критерийлердiң жоқтың қа-
сы. Объекттердi бұлдыр синтетикалық бағалау әдiсi арқылы салмақты анықтауға мүмкiндiк
бар. Критерийлердiн салмағын анықтауға мүмкiндiк беретiн топтық есептеудi қолдану ұсы-
нылуда. Ол универсалды жол болып саналады және оны синтетиклық бағалау әдiсiнiң түрлi
модификацияларына қолдануға болады. Сонымен қатар әдiстiң салмағын анықтау мақсатын-
да бағалаудың синтетикалық әдiсi мен бұлдыр классификациялау әдiсi арасында байланыс
орнатылды. Бұдан бөлек мақалада топтық есептеуге арналған критерийлер салмағын аны-
қтайтын теорема дәлелдеуi сипатталады.
Түйiн сөздер: cинтетикалық әдiс, топтық есеп, критерийлер салмағы, бұлдыр классифика-
ция.

Introduction

This article is devoted to an application of the group approach for solution of an object
evaluation problem where the object is described by numerous non homogeneous attributes.
The group approach is used to determine the weights in the fuzzy synthetic evaluation method
and a theorem that allows us to find the corresponding weights of the group solution is proved.
The fuzzy synthetic evaluation method can be applied to numerous problems where we need
to evaluate object determined by many heterogeneous features. Examples include assessment
of fire safety in buildings, river and ground water quality [1-3],[9], evaluation of seismic safety
of buildings, road transport congestion, air pollution [4-8], [10] and so on. We propose to
use a group approach for determining weights which is in some sense universal and can be
applied to various modifications of the fuzzy synthetic evaluation method.

Let’s remind the definition of the fuzzy synthetic evaluation method and define necessary
auxiliary concepts and notations.

Let M = {S1, ..., Sh} be a finite set of evaluated objects. When an object S ∈ M is the
vector S = (s1, ..., sn) ∈ Rn of dimension n, we say that S is described by n features or
attributes. The magnitude si expresses the quantitative value of i-th feature of the object
S. In applications attributes characterize various properties of an object that are measured
in different units. For example, a roll of fabric S = (s1, s2, s3) can be determined by three
features: width, length of the roll and the price for 1 meter of fabric.

As a result of applying the fuzzy synthetic evaluation method we get object’s evaluation
that is equal to one of the m values of natural language. For example, the evaluation of fire
safety of building can accept one of the values: very safe building, safe, medium, not safe,
dangerous. That is after applying of the method the object will be evaluated to belong to
one of 5 classes of buildings.

Let L = ⟨{a1, ..., am}, <⟩ be a finite lattice, where ai < aj iff i < j.

Definition 1 [11]. A fuzzy subset A of the set M is a map

µA :M → L.

ISSN 1563–0285 KazNU Bulletin. Mathematics, Mechanics, Computer Science Series №4(92)2016
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Here M is a set of evaluated objects and the value µA(S) is interpreted as the degree of
membership of an element S to the fuzzy set A, in our case, we suppose that S with a degree
of µA(S) possesses the evaluated property. The task of assessment of S ∈ M will consist
in determination of µA(S). Definition of µA(S) happens at some stages called model levels.
Depending on quantity of levels we will distinguish one, two, etc. level models.

We suppose that ai accept values of the natural language, expressing some quality, for
example, good, bad, etc.

Now we proceed to the description of the method applied to the two-level model.
Assume that there are k factors Φ1, ...,Φk on which the object will be evaluated. Each

factor is described by nt, t = 1, ..., k, attributes. Let’s consider how an object is evaluated for
factor Φt.

In the initial phase, with respect to each attribute, object belongs to one of m classes that
corresponds to aj, j = 1, ...,m. Object’s belonging to one of the classes is defined as follows.

Let’s determine the matrix Rt = (rtij)nt×m by the following way.
Let si ∈ Ji = [yi1, yi,m+1] ⊆ R, i = 1, ..., n and [yi1, yi,m+1] be partitioned into m intervals

[yi1, yi2), [yi2, yi3), ..., [yim, yi,m+1].

The values yi2, yi3, ..., yim and the functions µJi : Ji → L such that µJi(si) = aj iff si ∈
[yij, yi,j+1) are defined by experts of subject’s domain of the solved problem. We suppose
that the functions µJi are either increasing or decreasing i.e. µJi(a) ≤ µJi(b), whereas a ≤ b
(or µJi(a) ≥ µJi(b) at a ≤ b ) Then if µJi increases the values rtij are defined as follows:

rti,j =

{ si−yij
yi,j+1−yij

, if µJi(si) = aj;

0, otherwise.
(1)

Similarly, if µJi is decreasing then

rtijs =

{ yij−si
yij−yi,j+1

, if µJi(si) = aj;

0, otherwise.
(2)

The first level of the fuzzy synthetic evaluation method is described by equation

(wt)′ Rt = bt (3)

where wt = (wt
1, ..., w

t
nt
), 0 ≤ wt

i ≤ 1, is a weight vector, bt = (bt1, ..., b
t
m), the vector (wt)′ is

the transpose of wt,

btj =
nt∑
i=1

wt
ir

t
ij, (4)

j = 1, ....m. We call bt = (bt1, ..., b
t
m) the evaluation vector. On each level, starting from

the second one, factors of the prior acts as attributes of the current level We now describe

Вестник КазНУ. Серия математика, механика, информатика №4(92)2016



6 Akhmetova A.Zh., La L.L.

the second level of the fuzzy synthetic evaluation method. On the first level we estimated the
object S ∈M with nt attributes in each of the factors Φt, t = 1, ..., k we used.Let

bt = (wt)′Rt, (5)

be equations determined on the first level of the method in factors Φt, where wt =
(wt

1, ..., w
t
nt
) is the vector composed of the weights of its attributes, Rt is a matrix composed

of the values of the membership function µt
ij, Rt = (rtij)nt×m, rtij = µt

ij, bt = (bt1, ..., b
t
m) is

the evaluation vector on the first level of the method. Let B = (btj)k×m,

btj = btj =
nt∑
i=1

wt
ir

t
ij , (6)

t = 1, ..., k, j = 1, ...,m. Then the second level of the fuzzy synthetic evaluation method
is described by equation

c = W′ B (7)

where W = (W1, ...,Wk) is a weight vector on the second level, Wt is a weight of the factor

Φt, c = (c1, ..., cm), cj =
k∑

t=1

Wtbtj is the evaluation vector on the second level. Analogously,

the fuzzy synthetic evaluation can be determined on the higher levels. Let c = (c1, ..., cm)
be an evaluation vector on the last level of the fuzzy synthetic evaluation method, c̃ is

positive integer closest to
m∑
j=1

jcj. Then object S will be estimated by a linguistic meaning

that corresponds to an element ac̃ of lattice or in other words, we assume that it belongs to
c̃-th class.

A correspondence between fuzzy synthetic evaluations and fuzzy classifications

In this section the accordance between the fuzzy synthetic evaluation method and fuzzy
classifications is established. It’s shown that the application of the method to the set of
objects will result in a fuzzy classification of these objects. Let’s remind the definition of
fuzzy classification. Denote

V m
h = {A |A = (aij)h×m , 0 ≤ aij ≤ 1,

m∑
j=1

aij = 1; i = 1, ..., h}. (8)

Definition 2 [1]. Each matrix AK ∈ V m
h defines a fuzzy classification K of the set M =

{S1, ..., Sh} on m classes. Elements aij of the matrix AK are interpreted as the membership
degree of Si in the j-th class. We say that classification K is given by matrix AK and that
matrix AK determines classification K. The j-th class is a fuzzy set determined by the
membership function µj(Si) = aij. We call a vector x = (x1, ..., xn) normal if

m∑
j=1

xj = 1.

ISSN 1563–0285 KazNU Bulletin. Mathematics, Mechanics, Computer Science Series №4(92)2016
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Any vector with positive components can be normalized by dividing each component by the
sum of all components. On the each level of the fuzzy synthetic evaluation method we get an
evaluation vector b = (b1, ..., bm). Denote by bN its normalization, that is bN = (bN1 , ..., b

N
m),

where

bNi = bi/
∑m

j=1 bj. (9)

Let M = {S1, ..., Sh} be the set of objects to be evaluated, bi be the normal evaluation
vector of Si, i = 1, .., h on some level. Then the matrix composed of these vectors

BK =

 b1

...
bh

 = (bij)h×m

is the matrix of fuzzy classification of the set M = {S1, ..., Sh}, here bij is j-th element of bi.
The element bij expresses the membership degree of the object Si in the j-th class.

Proposition 1. Let (bt)N = (bt1, ...b
t
m), t = 1, ..., k, be the normal evaluation vector of the

object S in the factor Φt on the l-th level. w = (w1, ..., wk) is the normal weight vector, where
wt is the weight of the factor Φt. Let c = (c1, ..., cm) be an evaluation vector on the level l+1.
Then∑m

j=1 cj = 1. (10)

Proof. Let B be a matrix composed of the vectors (bt)N , t = 1, ..., k, B = (btj)k×m ;
btj = btj is the j-th component of the vector (bt)N . Then

c = w
′
B =

(
k∑

t=1

wtbt1, . . . ,

k∑
t=1

wtbtm

)
. (11)

Let’s find the sum of the component of the vector c.

m∑
j=1

cj =
m∑
j=1

(
k∑

t=1

wtbtj) =
k∑

t=1

wt(
m∑
j=1

btj) =
k∑

t=1

wt · 1 = 1. (12)

Thus, by normalizing the evaluation vectors and weight vectors in each factor on the first level,
we will have normal evaluation vectors on the next levels. Accordingly, if on some level of the
fuzzy synthetic evaluation method for each of the factors we have fuzzy classification of the
evaluated objects represented by the matrix BK then on the next level the matrix composed
of evaluation vectors of the Si i = 1, .., h also will be the matrix of fuzzy classification of the
set M = {S1, ..., Sh}.

Group approach to determine the weights

When we use the fuzzy synthetic evaluation method, it is an important task to determine
quantitatively significances of various criteria that is their weights. Usually the weights are
defined by experts, using the various weight vectors leads to the different results of evaluation.

Вестник КазНУ. Серия математика, механика, информатика №4(92)2016



8 Akhmetova A.Zh., La L.L.

There are many methods to define weight vectors but there is no criterion to determine the
best of them. In this section the group approach is proposed to determine the weights.
The essence of this approach is to determine an evaluation vector that is the closest to
the evaluation vectors obtained by using different weight vectors. We will call it the group
evaluation vector. The weight vector corresponding to the group evaluation vector is the
required one.

Let’s define the group evaluation vector which is modification of the definition of the
group classification[1]. Group evaluation vectors and corresponding weight vectors will be
determined separately on each level. For definiteness, we consider the procedure of finding a
group decision on the second level of the fuzzy synthetic evaluation method. Group solutions
on the first, third, etc. levels are determined in a similar way. Note that on the first level we
consider the group evaluation vector for every factor.

We will denote by c(w) the evaluation vector obtained on the second level as a result of
application the fuzzy synthetic evaluation method with the weight vector w = (w1, ..., wk).
Let X be the set of all weight vectors, c(X) = {c(x) : x ∈ X} be the set of evaluation vectors
for all weight vectors from X.

Definition 3. Let c(w1), ..., c(wr) are evaluation vectors obtained on the second level by
applying the fuzzy synthetic evaluation method to the object S by using different weight
vectors w1, ....,wr. We call c∗ a group evaluation vector for c(w1), ..., c(wr) if the minimum
of the functional

F (c) =
r∑

p=1

ρ2(c(wp), c). (13)

is attained on this vector, i.e.

F (c∗) = min
c∈c(X)

r∑
p=1

ρ2(c(wp), c). (14)

Lemma. Let h1, ..., hr be arbitrary real numbers, x =

(
r∑

i=1

hi

)
/r. Then

r∑
i=1

(x− hi)
2 ≤

r∑
i=1

(y − hi)
2, (15)

for any real y.

Proof. We have
r∑

i=1

(x− hi)
2 = rx2 − 2x(h1 + ...+ hr) +

r∑
i=1

h2i = rx2 − 2rx2 +
r∑

i=1

h2i , (16)

r∑
i=1

(y − hi)
2 = ry2 − 2y(h1 + ...+ hr) +

r∑
i=1

h2i = ry2 − 2yrx+
r∑

i=1

h2i . (17)

ISSN 1563–0285 KazNU Bulletin. Mathematics, Mechanics, Computer Science Series №4(92)2016
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Assume that for some y

r∑
i=1

(x− hi)
2 >

r∑
i=1

(y − hi)
2, (18)

then

rx2 − 2rx2 > ry2 − 2yrx (19)

or

0 > y2 − 2yx+ x2 = (y − x)2. (20)

The last inequality is impossible, the contradiction proves the lemma.
The next theorem allows us to find the weight vector corresponding to the group evaluation

vector.
Theorem. Let c1, c2, ..., cr be the evaluation vectors obtained on the second level of the

fuzzy synthetic evaluation method by r different ways, w1,w2, ...,wr be corresponding weight
vectors, cp = (cp1, ..., c

p
m), cp = c(wp), p = 1, ..., r. Let c∗ be the group evaluation vector for

c1, c2, ..., cr, ρ be the Euclidean metric. Then the components of the weight vector w∗ =
(w∗

1, ..., w
∗
k) corresponding to c∗ are determined by the following formula

w∗
i =

(
r∑

p=1

wp
i

)
/r, i = 1, ..., k. (21)

Proof. For the group evaluation vector c∗ = (c∗1, ..., c
∗
m) we have

F (c∗) = min
c∈c(X)

r∑
p=1

ρ2(cp, c) = min
c∈c(X)

r∑
p=1

(√
m∑
j=1

(cpj − cj)2

)2

= min
c∈c(X)

m∑
j=1

r∑
p=1

(cpj − cj)
2, (22)

where c = (c1, ..., cm). By Lemma the group evaluation vector c∗ = (c∗1, ..., c
∗
m) is defined as

follows

c∗j =

(
r∑

p=1

cpj

)
/r, j = 1, ...,m. (23)

Let’s show that w∗ is a weight vector for c∗, i.e. Then

c∗j =

(
r∑

p=1

cpj

)
/r =

(
r∑

p=1

(
k∑

i=1

wp
i bij

))
/r =

(
k∑

i=1

(
r∑

p=1

wp
i bij

))
/r =

k∑
i=1

bij

(
r∑

p=1

wp
i

)
/r =

k∑
i=1

bijw
∗
i =

k∑
i=1

w∗
i bij. (24)
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So,

c∗ = (w∗)′ B. (25)

The theorem is proved.
Note that if wp, cp = c(wp), p = 1, ..., r are normal vectors then c∗ and w∗ are normal

vectors too.

Conclusion

Fuzzy synthetic evaluation method can be applied to problems of estimation of objects
is determined by many heterogeneous criteria and factors. The paper proposes the use of
the cluster approach to determine the weights of criteria, which in some sense universal and
can be applied to various modifications of this method. The article established a connection
between the method of fuzzy synthetic evaluation and fuzzy classification, proved the theorem
that determines the weight of the criteria for the group approach.
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Soliton immersion for nonlinear Schrodinger equation with gravity

One of the developed directions of mathematics is studying of nonlinear differential equations in
partial derivatives. Investigation in this area is topical, since the results get the theoretical and
practical applications. There are some different approaches for solving of the equations. Methods
of the theory of solitons allow to construct the solutions of the nonlinear differential equations in
partial derivatives. One of the methods for solving of the equations is the inverse scattering method.
The aim of the work is to construct a surface corresponding to a regular onesolitonic solution of
the nonlinear Schrodinger equation with gravity in (1+1)-dimension. In this work the nonlinear
Schrodinger equation with gravity in (1+1)-dimensions, as well as solitonic immersion in Fokas-
Gelfand sense are considered. According to the approach the nonlinear differential equations in
(1+1)-dimension are given in the form of zero curvature condition and are compatibility condition
of the linear system equations, i.e. Lax representation. In this case there is a surface with immersion
function. The surface defined by the immersion function is identified to the surface in three-
dimensional space. Surface with coefficients of the first fundamental form corresponding to the
regular onesolitonic solution of the nonlinear Schrodinger equation is found by soliton immersion.
Key words: nonlinear equation, immersion, surface, solitonic solution, fundamental form, zero
curvature condition.

Жунусова Ж.Х.
Солитонная иммерсия нелинейного уравнения Шредингера с притяжением

Одним из развивающихся направлений математики является исследование нелинейных диф-
ференциальных уравнений в частных производных. Исследование в данном направлений ак-
туально, так как результаты находят теоретические и практические применения. Существу-
ют различные подходы для решения данных уравнении. Методы теории солитонов позволя-
ют построить решения нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных.
Одним из методов для разрешения вышеуказанных уравнений является метод обратной за-
дачи рассеяния. Цель данной работы построение поверхности соответствующей регулярно-
му односолитонному решению нелинейного уравнения Шредингера с притяжением в (1+1)-
размерности. В данной работе рассмотрено нелинейное уравнение Шредингера с притяжени-
ем в (1+1)-размерности, а также солитонная иммерсия в смысле Фокаса-Гельфанда. Согласно
данному подходу в (1+1)-мерном случае нелинейные дифференциальные уравнения в част-
ных производных даются в виде условий нулевой кривизны и являются условием совместно-
сти системы линейных уравнений, т.е. представлении Лакса. В этом случае существует по-
верхность с иммерсионной функцией. Поверхность определенная посредством иммерсионной
функции идентифицируется с поверхностью в трехмерном пространстве. С помощью соли-
тонной иммерсии для регулярного односолитонного решения нелинейного уравнения Шре-
дингера найдена поверхность с соответствующими коэффициентами первой квадратичной
формы.
Ключевые слова: нелинейное уравнение, иммерсия, поверхность, солитонное решение, фун-
даментальная форма, условие нулевой кривизны.
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Жүнiсова Ж.Х.
Тартылысы бар сызықты емес Шредингер теңдеуiнiң солитондық иммерсиясы

Сызықты емес дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердi зерттеу - математиканың
дамып кележатқан тарауларының бiрi. Натижелердiң теориялық және практикалық қолда-
нысы болғандықтан, бұл бағыттағы зерттеулер өзектi. Бұл теңдеулердi шешу үшiн әртүрлi
әдiстер бар. Сызықты емес дербес туындылы теңдеулердiң шешiмiн солитондар теориясы
әдiстерiн қолданып табуға болады. Керi сейiлу әдiсi - айтылған теңдеулердi шешуге арналған
әдiстердiң бiрi. Жұмыстың мақсаты - (1+1)-өлшемдегi сызықты емес Шредингер теңдеуiнiң
регулярлық бiр солитондық шешiмiне сәйкес бет құру. Бұл жұмыста (1+1)-өлшемдегi сызы-
қты емес Шредингер теңдеуi және Фокас-Гельфанд мағынасындағы солитондық иммерсия
қарастырылған. (1+1)-өлшемде сызықты емес дербес туындылы дифференциалдық теңде-
улер нөлдiк қисықтық шарты арқылы берiледi және сызықты теңдеулердiң, Лакс жұпта-
рының шарты болып табылады. Бұл жағдайда иммерсиялық функциясы бар бет табылады.
Иммерсиялық функциясы арқылы анықталған бет үш өлшемдi кеңiстiктегi бетпен сәйкестен-
дiрiледi.
Түйiн сөздер: сызықты емес теңдеу, иммерсия, бет, солитондық шешiм, фундаменталдық
форма, нөлдiк қисықтық шарты.

1 Introduction

Some nonlinear differential equations in partial derivatives are integrable and have physical
interesting exact solutions, moreover these integrable equations are solved by the inverse
scattering problem [1]-[6]. Investigations of the integrable equations in (1+1)-, (2+1)-
dimensions are topical with mathematical physics point of view [2]-[5]. The integrable
equations allow different kind of solutions as onesolitonic solution, domain wall, vortex etc.
Moreover solutions of the integrable equations have geometric characteristics. To investigate
the geometric characteristics of the solutions the theory of differential geometry of curves
and surfaces are applied.

One of the well-known models is Heisenberg ferromagnetic model

St = S× Sxx,

where × is vector product, S = (S1, S2, S3),S = S2
1 + S2

2 + S2
3 = 1.

Lakshmanan established that the model, which is applied in the physical applications, at
S2 = +1 is equivalence to the nonlinear Schrodinger equation with gravity in geometrical
sense. This equivalence is called by Lakshmanan equivalence. We note, that Lakshmanan
equivalence is developed as integrable, as nonintegrable differential equations in partial
derivatives and its application domain is limited by establishing of equivalence between
a spin system and some nonlinear differential equation in partial derivatives, for example
Schrodinger type. We note, that for integrable nonlinear differential equations in partial
derivatives the Lakshmanan equivalence does not assume knowledge of Lax representation for
these equations. Now some generalizations of the Heisenberg ferromagnetic model in (2+1)-
dimension are known. For example, in the work [5] a generalized Heisenberg ferromagnetic
model is considered

St = (S× Sy + uS)x,

ux = −(S, (Sx × Sy)),
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where S is spin vector, S2
1 +S2

2 +S2
3 = 1, × is vector product, u is scalar function. According

to the work [2] we identify the spin vector S with vector rx

S ≡ rx

Then the generalized Heisenberg ferromagnetic model takes the form

rxt = (rx × rxy + urx)x

ux = −(rx, (rxx × rxy)).

A surface corresponding to the onesolitonic solution of the generalized Heisenberg
ferromagnetic model is found in our previous works [2]

S3(x, y, t) = 1− 2η2

η2 + ξ2
sech2(χ1R),

S+(x, y, t) =
2η

η2 + ξ2
[iξ − ηth(χ1R)]sech(χ1R),

χ1 = χ1R + iχ1I , λ1 = η + iξ,

m1 = m1R(ρ) + im1I(ρ), mj(y, t) = mj(ρ),

χ1R = ηx+m1R(ρ) + c1R, ρ = y + iλjt,

χ1I = ξx+m1I(ρ) + c1I , c = ln(2η/λ∗1),

m1R(ρ) = Re[m1(ρ)], m1I(ρ) = Im[m1(ρ)],

The result is formulated and proved as the following theorem [5]

Theorem 1 The onesolitonic solution of the generalized Heisenberg ferromagnetic model can
be represented by components of the vector rx, where

r1 =
2η

(η2 + ξ2)chχ1R

+ c1,

r2 =
2ξ

η2 + ξ2
arctg(shχ1R) + c2,

r3 = x− 2η

η2 + ξ2
thχ1R + c3,

c1, c2, c3 are constants. Solution in the form rx, corresponds a surface with coefficients of the
first and second quadratic form

E = 1, G =
4m2

1Ry

(η2 + ξ2)ch2χ1R

,

F =
2ηm1Ry

(η2 + ξ2)ch2χ1R

, L =
4η3ξm1Ry√

g(η2 + ξ2)2ch4χ1R

,

M =
4η2ξm2

1Ry√
g(η2 + ξ2)2ch4χ1R

, N =
4ηξm3

1Ry√
g(η2 + ξ2)2ch4χ1R

.
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Thus, we have used the unified spin approach for investigating of geometric characteristics
of the solution of nonlinear equation.

In this work we consider soliton immersion in Fokas-Gelfand sense [3]. In the modern
literature the notion of immersion is widely expanded and related not only to the soliton
theory. It is a transition from sophisticated origin problem to the simple problem.

2 Soliton immersion

According to the Fokas-Gelfand [3] work we present the description of the soliton immersion.
In (1+1)-dimension the nonlinear differential equations are given in the form of zero curvature
condition

Ut − Vx + [U, V ] = 0, (1)

where [U, V ] = UV −V U , the matrix U is prescribed, and matrix V is expressed in the terms
of elements matrix U .

One of the well-known nonlinear models is nonlinear Schrodinger equation with gravity
which is important for physical applications

iψt + ψxx + 2β|ψ|2ψ = 0, (2)

where β = +1, ψ is complex function.
Such nonlinear differential equations (1) are compatibility condition of the linear systems

ϕx = Uϕ, ϕt = V ϕ. (3)

In this case there exists a surface with immersion function P (x, t) defined by formulas
∂P
∂x

= ϕ−1Xϕ, ∂P
∂t

= ϕ−1Y ϕ. The surface defined by P (x, t) identified to the surface in three-
dimensional space defined by coordinates xj = Pj(x, t), j = 1, 2, 3. Frame on the surface is
given by triple [3]

∂P

∂x
= ϕ−1Xϕ,

∂P

∂t
= ϕ−1Y ϕ, N = ϕ−1Jϕ,

where J = [X,Y ]
|[X,Y ]| , | X |=

√
< X,X >. Here by definition

< X, Y >= −1

2
tr(XY ),

where X, Y are some matrixes. The first and second fundamental forms in the Fokas-Gelfand
sense are given as

I =< X,X > dx2 + 2 < X, Y > dxdt+ < Y, Y > dt2, (4)

II =<
∂X

∂x
+ [X,U ], J > dx2 + 2 <

∂X

∂t
+ [X, V ], J > dxdt+ <

∂Y

∂t
+ [Y, V ], J > dt2. (5)

As it is shown in the work [3] the immersion function P can be defined as

P = γ0ϕ
−1ϕλ + ϕ−1M1ϕ =

3∑
j=1

Pjfj,

ISSN 1563–0285 KazNU Bulletin. Mathematics, Mechanics, Computer Science Series №4(92) 2016



Soliton immersion for nonlinear . . . 15

where M1 is matrix function defined by λ, x, t. Здесь fj = − i
2
σj is corresponding algebra

basis, σj are Pauli matrixes and [fi, fj] = fk. In this case, X,Y can be written

X = γ0Uλ +M1x + [M1, U ], Y = γ0Vλ +M1t + [M1, V ].

Let the matrixes X,Y, J have the forms

X =

(
a11 a12
a21 a22

)
, Y =

(
b11 b12
b21 b22

)
, J =

(
c11 c12
c21 c22

)
. (6)

In this case elements of the matrix J are expressed through elements of the matrix X and Y
in correspondence to the following formulas

c11 =
a12b21 − b12a21

| [X,Y ] |
, c21 =

a21(b11 − b22) + b21(a22 − a11)

| [X, Y ] |
,

c12 =
b12(a11 − a22) + a12(b22 − b11)

| [X, Y ] |
, c22 =

a21b12 − b21a12
| [X, Y ] |

. (7)

Then the first fundamental form (4) of the surface I = Edx2 + 2Fdxdt+Gdt2, where

E = −1

2
(a211 + 2a12a21 + a222), F = −1

2
(a11b11 + a12b21 + a21b12 + a22b22), (8)

G = −1

2
(b211 + 2b12b21 + b222). (9)

As example of the soliton equation leading to the immersion we consider nonlinear
Schrodinger equation (2). In this case the matrixes U, V take the forms [4]

U =
λσ3
2i

+ U0, U0 = i

(
0 q̄
q 0

)
,

V =
iλ2

2
σ3 + i|q|2σ3 − iλ

(
0 q̄
q 0

)
+

(
0 q̄x

−qx 0

)
. (10)

The lemma is valid.
L e m m a . The second fundamental form in Fokas-Gelfand sense corresponding to the

regular onesolitonic solution q of the nonlinear Schrodinger equation has the form

II = Ldx2 + 2Mdxdt+Ndt2, (11)

where
L = −1

2
{a11xc11 + a12xc21 + a21xc12 + a22xc22 − λi(a21c12 − a12c21)+

+iq(a12c11 + a22c12 − a11c12 − a12c22) + iq̄(a21c22 + a11c21 − a22c21 − a21c11)}, (12a)

M = −1

2
{a11tc11 + a12tc21 + a21tc12 + a22tc22 + i(λ2 + 2|q|2)(a21c12 − a12c21)+

+(qx + λiq)(a11c12 + a12c22 − a12c11 − a22c12)+

+(q̄x − λiq̄)(a11c21 + a21c22 − a21c11 − a22c21)}, (12b)
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N = −1

2
{b11tc11 + b12tc21 + b21tc12 + b22tc22 + i(λ2 + 2|q|2)(b21c12 − b12c21)+

+(qx + λiq)(b11c12 + b12c22 − b12c11 − b22c12)+

+(q̄x − λiq̄)(b11c21 + b21c22 − b21c11 − b22c21)}, (12c)

P r o o f . We substitute the matrixes (6), (10) to (5). After some algebra we get (11),
(12a)-(12c). The lemma is proved.

3 Theorem about surface to regular onesolitonic solution

We consider a particular case at γ0 = 1, M1 = 0. In the case we get

X = Uλ =
1

2i

(
1 0
0 −1

)
, Y = Vλ = −i

(
−λ q̄
q λ

)
, J =

(
0 − q̄√

qq̄
q√
qq̄

0

)
, (13)

and P = ϕ−1ϕλ. In order to calculate the explicit expressions for immersion function P we
consider the regular onesolitonic solution of the nonlinear Schrodinger equation which has
the form [4]

q(x, t) = 2η
exp(−2iξx− 4i(ξ2 − η2)t− iδ)

ch[2η(x+ 4ξt− x0)]
, (14)

where x0 = 1
2η
ln|m02

m01
|, δ = argm02 − argm01, ξ = Reλ, η = Imλ.

Th e o r e m . Regular onesolitonic solution of the nonlinear Schrodinger equation
corresponds to the surface in Fokas-Gelfand sense with the coefficients of the first fundamental
form

E =
64η2(ξ2 + η2)

(λ− λ̄)4ch2[2η(x+ 4ξt− x0)]
, (15a)

F =
128η2ξ(ξ2 + η2)

(λ− λ̄)4ch2[2η(x+ 4ξt− x0)]
, (15b)

G =
256η2(ξ2 + η2)2

(λ− λ̄)4ch2[2η(x+ 4ξt− x0)]
, (15c)

where λ1 = const.
P r o o f . Solution of the linear system we find in the form

ψ = ϕe−(
λσ3
2i

x+ iλ2

2
σ3t). (16)

Taking into account (16) and applying (10) we get

ψx = (
λσ3
2i

+ U0)ψ − ψ
λσ3
2i

=
λσ3
2i

ψ − ψ
λσ3
2i

+ U0ψ = [
λσ3
2i

, ψ] + U0ψ. (17)

We take

ψ = I − Ã

λ− λ∗1
, where Ã =

(
ã b̃

c̃ d̃

)
, I =

(
1 0
0 1

)
, λ∗1 − const. (18)
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We substitute (18) to (17)

ψx = U0 −
U0Ã

λ− λ∗1
− 1

2i
[σ3, Ã]−

λ∗1
2i(λ− λ∗1)

[σ3, Ã]. (19)

On the other hand from (18) follows

ψx = − Ãx

λ− λ∗1
. (20)

From (19) and (20) we get

− Ãx

λ− λ∗1
= U0 −

U0Ã

λ− λ∗1
− 1

2i
[σ3, Ã]−

λ∗1
2i(λ− λ∗1)

[σ3, Ã]. (21)

Thus
Ãx = U0Ã+

λ∗1
2i
[σ3, Ã], U0 =

1

2i
[σ3, A]. (22)

We note, that

[σ3, Ã] = σ3Ã− Ãσ3 = 2

(
0 b̃
−c̃ 0

)
. (23)

Then we substitute (23) to (7) and get

U0 =
1

i

(
0 b̃
−c̃ 0

)
. (24)

Substituting (23) to (22) we get(
ãx b̃x
c̃x d̃x

)
=

1

i

(
b̃c̃ b̃d̃

−c̃ã −c̃b̃

)
+
λ∗1
i

(
0 b̃
−c̃ 0

)
, (25)

From (10) and (24) we get

i

(
0 q̄
q 0

)
=

1

i

(
0 b
−c 0

)
⇒
{

iq̄ = 1
i
b

iq = −1
i
c

⇒
{
b = −q̄
c = q.

(26)

Therefore, we have found the matrix Ã in the explicit form with components (25). Using (14)
we get

ã = i2ηth[2η(x+ 4ξt− x0)] + c1. (27)

From (25) follows ã = − ic̃x
c
− λ∗1 ⇒ ã = −1

i

∫
q̄qdx. Using (14) we get

ãx =
1

i
b̃c̃⇒ ãx =

1

i
(−q̄)q, (28)

Then
ã = −iqx

q
− λ∗1. (29)
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Consequently, from (25), (26) follow

d̃ =
ib̃x

b̃
− λ∗1 ⇒ d̃ =

i(−q̄)x
(−q̄)

− λ∗1 ⇒ d̃ =
iq̄x
q̄

− λ∗1. (30)

From (25), (26) follow

d̃x = −1

i
c̃b̃, (31)

Moreover from (23), (31) follow

d̃ =
1

i

∫
qq̄dx (32)

Taking into account (22), we get (28) in the form

d̃ = −ã. (33)

Therefore,
ã = −i2ηth[2η(x+ 4ξt− x0)] + c1. (34)

Thus, the matrix Ã for regular onesolitonic solution (14) of the nonlinear Schrodinger equation
takes the form

Ã =

(
i2ηth[2η(x+ 4ξt− x0)] + c1 −2η exp{i(2ξx+4(ξ2−η2)t+δ)}

ch[2η(x−x0+4ξt)]

2η exp{−i(2ξx+4(ξ2−η2)t+δ)}
ch[2η(x−x0+4ξt)]

−i2ηth[2η(x+ 4ξt− x0)] + c1

)
. (35)

We take ϕ = I − A
(λ−λ̄1)2

, where λ1 is constant, then from (13) we get

P = ϕ−1ϕλ = (I +
Ã

λ− λ1
)

Ã

(λ− λ̄1)2
. (36)

On the other hand we get

P =
3∑

j=1

Pjfj = − i

2

3∑
j=1

Pjσj =

(
− i

2
P3 − i

2
P1 − 1

2
P2

− i
2
P1 +

1
2
P2

i
2
P3

)
. (37)

From (36), (37) by (31) we get P3 =
2iã

(λ−λ̄1)2
. With help of (33) we find P3 in the explicit form

for regular onesolitonic solution of the nonlinear Schrodinger equation

P3 = − 4η

(λ− λ̄)2
th[2η(x+ 4ξt− x0)] + c1. (38)

From (36), (37) we get P2 =
c̃−b̃

(λ−λ̄1)2
. Thus

P1 =
i(c̃+ b̃)

(λ− λ̄1)2
, P2 =

(c̃− b̃)

(λ− λ̄1)2
, P3 =

2iã

(λ− λ̄1)2
.

From (36), (14) using the well-known formulas

shζ =
eζ − e−ζ

2
; chζ =

eζ + e−ζ

2
; cosζ =

eiζ + e−iζ

2
; sinζ =

eiζ − e−iζ

2i
, (39)

ISSN 1563–0285 KazNU Bulletin. Mathematics, Mechanics, Computer Science Series №4(92) 2016



Soliton immersion for nonlinear . . . 19

where ζ = 2η(x− x0 + 4ξt) we obtain the values for the components P1, P2 of the matrix P

P1 =
4ηsin(2ξx+ 4(ξ2 − η2)t+ δ)

(λ− λ̄)2ch[2η(x+ 4ξt− x0)]
, (40a)

P2 =
4ηcos(2ξx+ 4(ξ2 − η2)t+ δ)

(λ− λ̄)2ch[2η(x+ 4ξt− x0)]
. (40b)

Then we calculate coefficients of the first fundamental form by formula

E = P 2
1x + P 2

2x + P 2
3x. (41)

We calculate the derivatives P1x, P2x, P3x. The square of the first derivatives is substituted to
(41), then

E =
64η2(ξ2 + η2)

(λ− λ̄)4ch2[2η(x+ 4ξt− x0)]
.

By the similar way we find

F = P1xP1t + P2xP2t + P3xP3t, G = P 2
1t + P 2

2t + P 2
3t

we obtain the values
F =

128η2ξ(ξ2 + η2)

(λ− λ̄)4ch2[2η(x+ 4ξt− x0)]
, (42a)

G =
256η2(ξ2 + η2)2

(λ− λ̄)4ch2[2η(x+ 4ξt− x0)]
. (42b)

Theorem is proved.

4 Conclusion

Thus, we investigate soliton immersion in (1+1)-dimension. As example, we have considered
(1+1)-dimensional nonlinear Schrodinger equation with gravity. The first fundamental
form with corresponding coefficients (15) for integrable surface corresponding to regular
onesolitonic solution of the nonlinear Schrodinger equation with gravity is found.
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Задачи Дирихле и Пуанкаре в многомерной
области для одного класса сингулярных гиперболических уравнений

На плоскости было показано, что одна из фундаментальных задач математической физики
- изучение колеблющейся струны некорректна, когда краевые условия заданы на всей гра-
нице области. Как доказано далее, задачи Дирихле некорректна не только для волнового
уравнения, но и для общих гиперболических уравнений. В работах автора изучены задачи
Дирихле и Пуанкаре для линейных многомерных гиперболических уравнений, где показаны
корректность этих задач, существенна зависять от высоты рассматриваемой цилиндрической
области. В данной работе найден многомерный область в которой, задачи Дирихле и Пуан-
каре разрешимы для одного класса сингулярных гиперболических уравнений.
Ключевые слова: разрешимость задач, многомерная область, сингулярные уравнения, си-
стема уравнений.

Aldashev S.A.
Dirichlet and Poincare in the multidimensional field for

a class of singular hyperbolic equations

It has been shown in a plane that one of fundamental problems of Math Physics, i.e. studying the
behavior of a hesitating string, is not correct when boundary conditions are given on the whole
boundary of the domain. As it is shown below, Dirichlet problem is incorrect not just for a wave
equation but for general hyperbolic equations. In the works of the author studied the Dirichlet and
Poincar? problem for linear multidimensional hyperbolic equations, which shows the correctness of
these tasks, depending essentially on the height of the considered cylindrical domain.In this paper
we find multi-dimensional area in which the Dirichlet and the Poincare problem solved for a class
of singular hyperbolic equations.
Key words: solvability problems, multidimensional domain, singular equations, system equations.

Алдашев С.А.
Cингулярлық гиперболалық теңдеулерге көп өлшемдi облыста

Дирихле және Пуанкаре есептерi

Математикалық физиканың негiзгi есептерiнiң бiрi – iшектiң тербелiсiн зерттеу. Егерде зерт-
теу облысының барлық шекарасында мән берiлсе, онда бұл есеп жазықтықта бiршешiмдi
емес екен. Кейiн көрсетiлгендей, Дирихле есебi тек қана толқын теңдеуiне емес, және де басқа
сызықтық гиперболалық теңдеулерге де бiршешiмдi болмай шықты. Автордың жұмыстарын-
да сызықтық көп өлшемдi гиперболалық теңдеулерге Дирихле және Пуанкаре есептерi зерт-
телген. Бұл есептердiң бiршешiмдiлiгi, қарастырылған цилиндрлiк облыстың биiктiгiне тiке-
лей байланысты екендiгi дәлелденген. Бұл жұмыста сингулярлық гиперболалық теңдеулерге
көп өлшемдi облыс табылған, онда Дирихле және Пуанкаре есебiнiң шешiмдiлiгi дәлелденген.
Түйiн сөздер: есептер шешiмдiлiгi, көп өлшемдi, облыс, сингулярлық теңдеулер, теңдеулер
жүйесi.

ISSN 1563–0285 KazNU Bulletin. Mathematics, Mechanics, Computer Science Series №4(92)2016



Задачи Дирихле и Пуанкаре в многомерной . . . 21

1 Введение

На плоскости было показано, что одна из фундаментальных задач математической фи-
зики - изучение колеблющейся струны некорректна, когда краевые условия заданы на
всей границе области. Как показано далее, задачи Дирихле некорректна не только для
волнового уравнения, но и для общих гиперболических уравнений.

Проблема корректности краевых задач с данными на всей границе области для ги-
перболических уравнений была объектом исследований многих авторов на плоскости
[1− 5] и в пространстве [6− 10]. Задачи Дирихле и Пуанкаре в цилиндрической области
для многомерных сингулярных гиперболических уравнений изучались в [11, 12].

В данной работе найден многомерный область в которой, задачи Дирихле и Пуанкаре
разрешимы для одного класса сингулярных гиперболических уравнений.

2 Постановка задачи и результат

Пусть Ω− конечная область евклидова пространства Em+1 точек (x1, ..., xm, t), ограни-
ченная при t > 0 конической поверхностью K : t = φ(r), φ(0) = φ(1) = 0,
φ(r) ∈ C1([0, 1]) ∩ C2((0, 1)), |φ′(r)| < 1, φ′(r) ̸= 0 и плоскостью t = 0 где r = |x|− длина
вектора x = (x1, ..., xm). Через S обозначим множество {t = 0, 0 < |x| < 1} точек из Em.

В области Ω рассмотрим многомерные сингулярные гиперболические уравнения

Lu ≡ ∆xu− utt +
m∑
i=1

ai(x, t)uxi
+ b(x, t)ut −

α

t
ut + c(x, t)u = 0, (1)

где ∆x− оператор Лапласа по переменным x1, ..., xm, m ≥ 2, α− действительное число.
Через uα(x, t) обозначим решение уравнения (1) при данном α.
В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат x1, ..., xm, t к сферичес-

ким r, θ1, ..., θm−1, t, r ≥ 0, 0 ≤ θ1 < 2π, 0 ≤ θi ≤ π, i = 2, 3, ...,m− 1, θ = (θ1, ..., θm−1).
В качестве многомерных задач Дирихле и Пуанкаре рассмотрим следующие
Задача 1. Найти решение уравнения (1) в области Ω из класса C(Ω \ S) ∩ C2(Ω),

удовлетворяющее краевым условиям

uα

∣∣∣
S
= τ(r, θ), uα

∣∣∣
K
= σ(r, θ), α < 1; (2)

uα
ln t

∣∣∣
S
= τ(r, θ), uα

∣∣∣
K
= σ(r, θ), α = 1; (3)

(tα−1uα)
∣∣∣
S
= τ(r, θ), uα

∣∣∣
K
= σ(r, θ), α > 1. (4)

Задача 2. Найти решение уравнения (1) в области Ω из класса C(Ω̄ \ S) ∩ C2(Ω),
удовлетворяющее краевым условиям

lim
t→0

tα(uα − uα,2)t = ν(r, θ), uα

∣∣∣
K
= σ(r, θ), α < 1; (5)

lim
t→0

t(ln t)2
(
uα − uα,1

ln t

)
t

= ν(r, θ), uα

∣∣∣
K
= σ(r, θ), α = 1; (6)
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lim
t→0

t2−α[tα−1(uα − uα,2)]t = ν(r, θ), uα

∣∣∣
K
= σ(r, θ), α > 1, (7)

где uα,1(r, θ, t), uα,2(r, θ, t) вполне определенные функций, зависящие от ν(r, θ).
Пусть

{
Y k
n,m(θ)

}
− система линейно независимых сферических функций порядка n,

1 ≤ k ≤ kn, (m − 2)!n!kn = (n + m − 3)!(2n + m − 2), W l
2(S), l = 0, 1...− пространства

Соболева.
Имеет место ([13])
Лемма 1. Пусть f(r, θ) ∈ W l

2(S). Если l ≥ m− 1, то ряд

f(r, θ) =
∞∑
n=0

kn∑
k=1

fk
n(r)Y

k
n,m(θ), (8)

а также ряды, полученного из него дифференцированием порядка p ≤ l−m+1, сходятся
абсолютно и равномерно.

Лемма 2. Для того, чтобы f(r, θ) ∈ W l
2(S), необходимо и достаточно, чтобы коэффи-

циенты ряда (8) удовлетворяли неравенствам

|f 1
0 (r)| ≤ c1,

∞∑
n=1

kn∑
k=1

n2l|fk
n(r)|2 ≤ c2, c1, c2 = const.

Через ãkin(r, t), a
k
in(r, t), b̃

k
n(r, t), c̃

k
n(r, t), ρ

k
n, τ̄

k
n(r), ν̄

k
n(r), σ̄

k
n(r), обозна-

чим коэффициенты разложения ряда (8), соответственно функций
ai(r, θ, t)ρ(θ), ai

xi

r
ρ, b(r, θ, t)ρ, c(r, θ, t)ρ, ρ(θ),

i = 1, ...,m, τ(r, θ), ν(r, θ), σ(r, θ), причем ρ(θ) ∈ C∞(H), H− единичная сфера в Em.
Пусть p ≥ 0− наименьшее целое число, удовлетворяющее неравенствам α + 2p ≥

≥ m− 1, если α ≤ 0 и 2− α+ 2p ≥ m− 1, если α ≥ 2; q ≥ 0− наименьшее целое число,
удовлетворяющее неравенствам 2 − α + 2q ≥ m − 1, если 0 < α ≤ 1 и α + 2q ≥ m − 1,
если 1 ≤ α < 2; а также s такое, что s = [−α

2
], если α ≤ 0 и s = [−α

2
− 1], если α ≥ 2, где

[α]− целое часть числа α.
Введем обозначения β = max{s+ 1, p}, γ = max{s+ 1, q}.
Теорема. Если ai(r, θ, t), b(r, θ, t), c(r, θ, t) ∈ W l

2(Ω), i = 1, ...,m, l ≥ m + 1 и τ(r, θ) =
r4τ ∗(r, θ), ν(r, θ) = r4ν∗(r, θ), σ(r, θ) = r4σ∗(r, θ), τ ∗(r, θ) ∈ W β

2 (S), ν
∗(r, θ) ∈ W γ

2 (S),
σ∗(r, θ) ∈ W s+1

2 (S), при α ≤ 0 и α ≥ 2; τ ∗(r, θ), ν∗(r, θ), σ∗(r, θ) ∈ W q+1
2 (S) при 0 < α ≤ 1

и 1 ≤ α < 2, то задача 1 и 2 имеет решение.

3 Сведения задачи 1 и 2 к двумерным задачам для сиситем дифференциаль-
ных уравнений

В сферических координатах уравнение (1) имеет вид

Lαu ≡ urr +
m− 1

r
ur −

1

r2
δu−utt+

m∑
i=1

ai(r, θ, t)uxi
+ b(r, θ, t)ut−

α

t
ut+ c(r, θ, t)u = 0, (9)

δ ≡ −
m−1∑
j=1

1

gj sin
m−j−1 θj

∂

∂θj

(
sinm−j−1 ∂

∂θj

)
, g1 = 1, gj = (sin θ1... sin θj−1)

2, j > 1.
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Известно ([3]), что спектр оператора δ состоит из собственных чисел λn = n(n+m−
−2), n = 0, 1, ... , каждому из которых соответствует kn ортонормированных собствен-
ных функций Y k

n,m(θ).
Искомое решения задач будем искать в виде

uα(r, θ, t) =
∞∑
n=0

kn∑
k=1

ūkα,n(r, t)Y
k
n,m(θ), (10)

где ūkα,n(r, t)− функции, подлежащие определению.
Подставив (10) в (9), умножив полученное выражение на ρ(θ) ̸= 0 и проинтегрировав

по единичной сфере H, для ukα,n получим ([12, 14])

ρ10ū
1
α,0rr − ρ10ū

1
α,0tt +

(
m− 1

r
ρ10 +

m∑
i=1

a1i0

)
ū1α,0r + b̃10ū

1
α,0t −

αρ10
t
ū1α,0t + c̃10ū

1
α,0+

+
∞∑
n=1

kn∑
k=1

{
ρknū

k
α,nrr − ρknū

k
α,ntt +

(
m− 1

r
ρkn +

m∑
i=1

akin

)
ūkα,nr + b̃knū

k
α,nt −

αρkn
t
ūkα,nt+

+

[
c̃kn −

λnρ
k
n

r2
+

m∑
i=1

(ãkin−1 − nakin)

]
ūkα,n

}
= 0.

(11)

Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений

ρ10ū
1
α,0rr − ρ10ū

1
α,0tt +

m− 1

r
ρ10ū

1
α,0r −

α

t
ρ10ū

1
α,0t = 0, (12)

ρk1ū
k
α,1rr − ρk1ū

k
α,1tt +

m−1
r
ρk1ū

k
α,1r −

α

t
ρk1ū

k
α,1t −

λ1
r2
ρk1ū

k
α,1ū

k
α,1 =

= − 1

k1

(
m∑
i=1

a1i0ū
1
α,0r + b̃10ū

1
α,0t + c̃10ū

1
α,0

)
, n = 1, k = 1, k1,

(13)

ρknū
k
α,nrr − ρknū

k
α,ntt +

m− 1

r
ρknū

k
α,nr −

α

t
ρknū

k
α,nt −

λn
r2
ρknū

k
α,n = − 1

kn

kn−1∑
k=1

{
m∑
i=1

akin−1ū
k
α,n−1r+

+b̃knū
k
α,n−1t +

[
c̃kn−1 −

m∑
i=1

(ãkin−2 − (n− 1)akin−1)

]
ūkα,n−1

}
, k = 1, kn, n = 2, 3... .

(14)
Суммируя уравнение (13) от 1 до k1, а уравнение (14) - от 1 до kn, а затем сложив

полученные выражения вместо с (12), приходим к уравнению (11).
Отсюда следует, что если

{
ūkα,n

}
, k = 1, kn, n = 0, 1, ....− решение системы (12) - (14),

то оно является решением уравнения (11).
Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (12)-(14) можно представить в

виде

ūkα,nrr − ūkα,ntt +
m− 1

r
ūkα,nr −

α

t
ūkα,nt −

λn
r2
ūkα,n = f̄k

α,n(r, t), (15)

где f̄k
α,n(r, t) определяются из предыдущих уравнений этой системы, причем f̄ 1

α,0(r, t) ≡
≡ 0.

Произведя в (15) замену ūkα,n(r, t) = r
(1−m)

2 ukα,n(r, t) получим

Lαu
k
α,n = ukα,nrr − ukα,ntt −

α

t
ukα,nt +

λ̄n
r2
ukα,n = fk

α,n(r, t), k = 1, kn, n = 0, 1, ..., (16α)
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λ̄n =
(m− 1)(3−m)− 4λn

4
, fk

α,n(r, t) = r
(m−1)

2 f̄k
α,n(r, t).

Далее, из краевых условий (2)-(7) для функций ukα,n(r, t) в силу (10), с учетом леммы
1, соответственно, будем иметь

ukα,n(r, 0) = τ kn(r), u
k
α,n(r, φ(r)) = σk

n(r), α < 1, k = 1, kn, n = 0, 1, ..., (17)(
ukα,n
ln t

)∣∣∣
t=0

= τ kn(r), u
k
α,n(r, φ(r)) = σk

n(r), α = 1, k = 1, kn, n = 0, 1, ..., (18)

(tα−1uα,n)
∣∣∣
t=0

= τ(r, θ), ukα,n(r, φ(r)) = σk
n(r), α > 1, k = 1, kn, n = 0, 1, ..., (19)

limt→0 t
α(ukα,n − uk,2α,n)t = νkn(r), ukα,n(r, φ(r)) = σk

n(r), α < 1,

k = 1, kn, n = 0, 1, ... ,
(20)

lim
t→0

t(ln t)2

(
ukα,n − uk,1α,n

ln t

)
t

= ν(r, θ), ukα,n(r, φ(r)) = σk
n(r), α = 1,

k = 1, kn, n = 0, 1, ...,

(21)

lim
t→0

t2−α[tα−1(ukα,n − uk,2α,n)]t = ν(r, θ), ukα,n(r, φ(r)) = σk
n(r), α > 1,

k = 1, kn, n = 0, 1, ...,
(22)

τ kn(r) = r
(m−1)

2 τ̄ kn(r), ν
k
n(r) = r

(m−1)
2 ν̄kn(r), σ

k
n(r) = r

(m−1)
2 σ̄k

n(r).

Таким образом, задачи 1 и 2 сведены к двумерных задачам для систем дифферен-
циальных уравнений (12)-(14). Решение этих задач будем изучать в п.4 и п.5.

Наряду с уравнением (16α) рассмотрим уравнение

L0u
k
0,n ≡ uk0,nrr − uk0,ntt +

λ̄n
r2
ūk0,n = fk

n(r, t), (160)

которое с помощью замены переменных ξ = r+t
2
, η = r−t

2
сводится к уравнению

Muk0,n ≡ uk0,nξη +
λ̄n

(ξ + η)2
uk0,n = fk

n(ξ, η), (23)

fk
n(ξ, η) = fk

0,n(ξ + η, ξ − η).

Решение задачи Коши для (23) с данными

uk0,n(ξ, ξ) = τ kn(ξ),

(
∂uk0,n
∂ξ

−
∂uk0,n
∂η

)∣∣∣∣ξ=η = νkn(ξ), 0 ≤ ξ ≤ 1

2

имеет вид ([14])

uk0,n(ξ, η) =
1

2
τ kn(η)R(η, η; ξ, η) +

1

2
τ kn(ξ)R(ξ, ξ; ξ, η) +

1√
2

ξ∫
η

[νkn(ξ1)R(ξ1, ξ1; ξ, η)−

−τ kn(ξ1)
∂

∂N
R(ξ1, η1; ξ, η)|ξ1=η1 ]dξ1 +

ξ∫
1
2

η∫
0

fk
n(ξ1, η1)R(ξ1, η1; ξ, η)dξ1dη1, ,

(24)
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где τ kn(ξ) = (2ξ)
(m−1)

2 τ̄ kn(2ξ), ν
k
n(ξ) = (2ξ)

(m−1)
2 ν̄kn(2ξ), R(ξ1, η1; ξ, η) =

Pµ[
(ξ1−η1)(ξ−η)+2(ξη+ξ1η1)

(ξ1+η1)(ξ+η)
] = Pµ(z)− функция Римана для уравнения Muk0,n = 0 [15],

а Pµ(z)− функция Лежандра, µ = n+ (m−3)
2

,

∂

∂N

∣∣∣
ξ=η

=
1√
2

(
∂

∂ξ
− ∂

∂η

) ∣∣∣
ξ=η

.

4 Функциональная связь между решениями задачи Коши для уравнений
(16α) и (160).

Сначала приведем некоторые свойства оператора Lα, которые необходимы для дальней-
ших исследований.

10. Если uα− решение уравнения Lαu = 0, то функция

u2−α = tα−1uα (25)

является решением уравнения L2−αu = 0.
20. Если uα− решение уравнения Lαu = 0, то функция

1

t

∂uα
∂t

= uα+2 (26)

будет решением уравнения Lα+2u = 0.
30. Оператор Lα обладает свойством

Lαuα = t1−αL2−α(t
α−1uα). (27)

Указанные свойства установливаются аналогично тому, как они были доказаны для
многомерного уравнения Эйлера-Дарбу-Пуассона ([17− 16])

∆xu− utt −
α

t
ut = 0. (28)

Из равенства (25) имеем u2−α−2p = tα+2p−1uα+2p к которому применив p раз формулу
(26), а затем (25), получим

u2−α =

(
1

t

∂

∂t

)p

(tα+2p−1uα+2p). (29)

Соотношение (29) является фундаментальной формулой ([17− 16]) для решения за-
дачи Коши.

Пусть p ≥ 0, q ≥ 0− наименьшие целые числа, удовлетворяющие неравенствам α +
2p ≥ m− 1, 2− α + 2q ≥ m− 1.

Утверждение 1. Если uk,20,n(r, t)− решение задачи Коши для уравнения (160) удов-
летворяющее условию

uk,20,n(r, 0) = 0,
∂

∂t
uk,20,n(r, 0) = νkn(r), (30)
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то функция

uk,2α,n(r, t) = γ−αt
−α

1∫
0

uk,20,n(r, ξt)ξ(1− ξ2)−
α
2
−1dξ ≡ γ−αΓ

(
−α
2

)
D

α
2

0t2u
k,2
0,n(r, t), (31)

при α < 0 будет решением уравнения (16α), удовлетворяющим условию

uk,2α,n(r, 0) = 0, lim
t→0

tα
∂

∂t
uk,2α,n = νkn(r). (32)

Если же 0 < α < 1, то функция

uk,2α,n(r, t) = γ2−k+2q

(
1

t

∂

∂t

)q [
t1−k+2q

1∫
0

uk,10,n(r, ξt)(1− ξ2)q−
α
2 dξ

]
≡

≡ γ2−α+2q2
q−1Γ(q − α

2
+ 1)D

α
2
−1

0t2

[
uk,10,n(r, t)

t

] (33)

является решением уравнения (16α) с начальными данными (32), где
√
πΓ(α

2
)γα =

2Γ(α+1
2
), Γ(z)− гамма-функция, Dα

0t− оператор Римана-Лиувилля [17], а uk,10,n(r, t)− ре-
шение уравнения (160) с начальными условиями

uk,10,n(r, 0) =
νkn(r)

(1− α)(3− α)...(2q + 1− α)
,
∂

∂t
uk,10,n(r, 0) = 0. (34′)

Утверждение 2. Если uk,10,n(r, t)− решение задачи Коши для уравнения (160) удов-
летворяющее условию

uk,10,n(r, 0) = τ kn(r),
∂

∂t
uk,10,n(r, 0) = 0, (34)

то функция

uk,1α,n(r, t) = γα

1∫
0

uk,10,n(r, ξt)(1− ξ2)
α
2
−1dξ ≡ 2−1γαΓ

(α
2

)
t1−αD

−α
2

0t2

[
uk,10,n(r, t)

t

]
, (35)

при α > 0 есть решение уравнения (16α), удовлетворяющее условию (34).
Утверждение 3. Если uk,10,n(r, t)− решение задачи Коши для уравнения (160) удов-

летворяющее условию (34), то функция

uk,11,n(r, t) =

1∫
0

uk,10,n(r, ξt)(1− ξ2)−
1
2 ln[t(1− ξ2)]dξ (36)

является решением задачи для уравнения L1u
k
1,n = fk

1,n(r, t) с начальными данными

uk,1l,n

ln t

∣∣∣
t=0

= τ kn(r). (37)
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При этом функции fk
α,n(r, t), f

k
0,n(r, t) связаны формулами (31) и (33) в случае утвер-

ждения 1 и формулами (35) и (36) в случаях утверждений 2 и 3.
Доказательства приведенных утверждений установливаются аналогичным образом,

как они доказаны для уравнения (28) и многомерного волнового уравнения ∆xu− utt =
0 ([14, 18− 21]).

Приведем некоторые следствия из утверждений 2,3. Сначала рассмотрим случай
α < 0, α ̸= −(2r + 1), r = 0, 1... . Если uk,10,n(r, t)− решение задачи Коши для (16α) с
данными

uk,10,n(r, 0) =
τ kn(r)

(α− 1)...(α + 2p− 1)
,
∂

∂t
uk,10,n(r, 0) = 0, (38)

то из утверждения 2 следует, что

uk,1α+2p,n(r, t) = γα+2p

1∫
0

uk,10,n(r, ξt)(1− ξ2)
α
2
+p−1dξ

является решением уравнения Lα+2pu = fk
α+2p,n(r, t), удовлетворяющим начальному

условию (38).
Тогда из соотношений (29) и (25) вытекает, что функция

uk,1α,n(r, t) = t1−α

(
1

t

∂

∂t

)p (
tα+2p−1uk,1α+2p,n

)
≡ γk+2p2

p−1Γ(α
2
+ p)t1−αD

−α
2

0t2

[
uk,10,n(r, t)

t

]
(39)

есть решение уравнения (16α) и удовлетворяет условию (34).
Теперь пусть α = −(2r + 1). Если uk,10,n(r, t)− решение задачи Коши для (160) с дан-

ными (34), то из (25), (29) и из утверждения 3 нетрудно получить, что

uk,1−(2r+1),n(r, t) = t2(r+1)

(
1

t

∂

∂t

)r+1
 1∫

0

uk,10,n(r, ξt)(1− ξ2)−
1
2 ln(t(1− ξ2))dξ

 (40)

является решением задачи Коши для (16α), удовлетворяющее условию (34).
Используя [17], соотношение (40) можно записать в виде

uk,1−(2r+1),n(r, t) =
a

2
t2(r+1)D

r+ 1
2

0t2

[
uk,10,n(r, t)

t

]
, a =

1

2
Γ′(1)−

Γ′(1
2
)

√
π

− ln t. (41)

5 Доказательство теоремы для задачи 1

1) Случай α < 1. Решение задачи (16α), (17) будем искать в виде

ukα,n(r, t) = uk,1α,n(r, t) + uk,2α,n(r, t), (42)

где uk,1α,n(r, t)− решение задачи Коши (16α) с данными (34), а uk,2α,n(r, t)− решение задачи
Дирихле для уравнения

Lαu
k,2
α,n = 0 (43)
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с условием
uk,2α,n(r, 0) = 0, uk,2α,n(r, φ(r)) = σk

n(r)− uk,1α,n(r, φ(r)),

k = 1, kn, n = 0, 1, ... ,
(44)

Учитывая формулы (35), (39) и (41) задача Коши (16α), (34) сводим к задачам Коши
(160), (38) и (160), (34), решения которых имеет вид (24).

Далее, используя формулы (31), (33) задача Дирихле (43), (44) сводим к задаче
Дирихле для уравнения

L0u
k,2
0,n = 0 (45)

с данными
uk,20,n(r, 0) = 0, uk,20,n(r, φ(r)) = σk

1n(r), k = 1, kn, n = 0, 1, ... , (46)

при α ≤ 0 и к задаче Пуанкаре для (45) с условием

∂

∂t
uk,20,n(r, 0) = 0, uk,20,n(r, φ(r)) = σk

1n(r), k = 1, kn, n = 0, 1, ... , (47)

при 0 < α < 1, где σk
1n(r)− функция выражающихся через τ kn(r), σk

n(r).
В [22] показано, что задачи (45), (46) и (45), (47) однозначны разрешимы.
Далее, используя утверждений 1-3, установливаются однозначные разрешимости за-

дач (16α), (34) и (43), (44).
2)Случай α = 1. Решение задачи (16α), (18) будем искать в виде (42), где uk,11,n(r, t)−

решение задачи Коши (16α), (37), а uk,21,n(r, t)− решение задачи Пуанкаре для уравнения
(43) с условием

∂

∂t
uk,21,n(r, 0) = 0, uk,21,n(r, φ(r)) = σk

n(r)− uk,11,n(r, φ(r)),

k = 1, kn, n = 0, 1, ... .
(48)

В силу (36) задача (16α) (37) сводится к задаче Коши (160), (34). Учитывая формулу
(35) задача Пуанкаре (43), (48) приводим к задаче Пуанкаре (45), (47).

Следовательно, задача (16α), (18) однозначно разрешима.
Используя формулы (27), (25) задачу (16α), (19) при α > 1 сводим к исследованному

случаю α < 1.
Таким образом,сначала решив задачу (12), (17) (n = 0) и а затем (13), (17) (n = 1) и

т.д. найдем все ukα,n(r, t), k = 1, kn, n = 0, 1, ... .
Итак, в области Ω, имеет место ∫

H

ρ(θ)LudH = 0. (49)

Пусть f(r, θ, t) = R(r)ρ(θ)T (t), причем R(r) ∈ V0, V0− плотна в L2((0, 1)),
ρ(θ) ∈ C∞(H)− плотна в L2(H), а T (t) ∈ V1, V1− плотна в L2((0, φ(

1
2
))). Тогда f(r, θ, t) ∈

∈ V, V = V0 ⊗H ⊗ V1− плотна в L2(Ω) ([23]).
Отсюда и из (49), следует, что∫

Ω

f(r, θ, t)LudΩ = 0
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и
Lu = 0, ∀(r, θ, t) ∈ Ω.

Таким образом, ряд вида

u(r, θ, t) =
∞∑
n=0

kn∑
k=1

r
(1−m)

2 ukα,n(r, t)Y
k
n,m(θ) (50)

является решением задачи 1, где функции ukα,n(r, t) определяются из двумерных задач.
Учитывая ограничения на заданные функции τ(r, θ), σ(r, θ), леммы и формулы [24]

dm

dzm
Pµ(z) =

Γ(µ+m+ 1)

2mΓ(µ−m+ 1)
F (1 +m+ µ, m− µ, m+ 1;

1− z

2
),

Γ(z + α)

z + β
= zα−β[1 +

1

2z
(α− β)(α− β − 1) + 0(z−2))],

(51)

а также оценки ([13])

|kn| ≤ c1n
m−2,

∣∣∣∣ ∂q∂θqj Y k
n,m(θ)

∣∣∣∣ ≤ c2n
m
2
−1+q, j = 1,m− 1, q = 0, 1, ... , (52)

где F (a, b, c, z)− гипергеометрическая функция, α, β− произвольные действительные
числа, как в [12, 20], можно показать, что полученное решение (50) принадлежит иско-
мому классу.

6 Доказательство теоремы для задачи 2

1)Случай α < 1. Решение задачи (16α), (20) будем искать в виде (42),где uk,2α,n(r, t)−
решение задачи Коши (16α), (32), а uk,1α,n(r, t)− решение задачи Пуанкаре для уравнения
(43) с условием (48). В силу (31), (33) задача (16α), (32) приводится к задаче (45), (30)
при α ≤ 0 и (45),(34′) при 0 < α < 1.

Используя формулы (35), (39) и (41) задачу (43), (48) сводим к задаче Пуанкаре (45),
(47).

Таким образом, задача (16α), (20) однозначно разрешима.
2)Случай α = 1. Решение задачи (16α), (21) ищем в виде (42), где uk,11,n(r, t)− решение

задачи Коши (16α), с данными

uk,11,n(r, 0) = −νkn(r),
∂

∂t
uk,11,n(r, 0) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ..., (53)

а uk,2α,n(r, t)− решение задачи Пуанкаре для (43) с условием (48).
Учитывая формулу (35) задача Коши (16α), (53) сводим к задаче Коши (160), (53),

а задачу (43), (48)- к задаче (45), (47), которое имеет единственное решение.
Значит задача (16α), (21) также однозначно разрешима.
Применяя формулу (27), (25) задачу (16α), (22) при α > 1 сводим к случаю α < 1.
Следовательно, функция (50) является решением задачи 2, где функции ukα,n(r, t),

k = 1, kn, n = 0, 1... определяются из предыдущих двумерных задач и в силу формул
(51), (52) принадлежит искомому классу.

Теорема доказано.
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7 Заключение

В работе найден многомерный область в которой, задачи Дирихле и Пуанкаре разре-
шимы для одного класса сингулярных гиперболических уравнений.
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Первый регуляризованный след интегро-дифференциального оператора
Штурма-Лиувилля на отрезке с проколотыми точками при интегральном

возмущении условий склеивания

Работа посвящена вычислению первого регуляризованного следа одного интегро-
дифференциального оператора с главной частью типа Штурма-Лиувилля на отрезке с про-
колотыми точками при интегральном возмущении условий "склейки". Рассматривается опе-
ратор Штурма-Лиувилля −y′′(x) + q(x)y(x) + γ

∫ π

0
y(t)dt = λy(x), заданный на отрезках

π
n (k − 1) < x < π

nk, k = 1, n; n ≥ 2. На левом и правом концах отрезка [0, π] задаются кра-
евые условия типа Дирихле: y(0) = 0, y(π) = 0. Решениями являются непрерывные на [0, π]
функции, первые производные которых имеют скачки в точках x = π

nk. Величина скачков
выражается формулой y′(πkn − 0) = y′(πkn + 0) − βk

∫ π

0
y(t)dt, k = 1, n− 1. Основным резуль-

татом работы является точная формула первого регуляризованного следа рассматриваемого
дифференциального оператора.
Ключевые слова: Первый регуляризованный след, интегро-дифференциальный оператор,
внутренне-краевое условие.

Zhumanova L.K., Sadybekov M.A.,
The first regularized trace of integro-differential Sturm-Liouville operator on the segment

with punctured points at integral perturbation of transmission conditions

The paper is devoted to calculating a first regularized trace of one integro-differential operator
with the main part of the Sturm-Liouville type on the segment with punctured points at integral
perturbation of "transmission" conditions. The Sturm-Liouville operator −y′′(x) + q(x)y(x) +
γ
∫ π

0
y(t)dt = λy(x) given on the segments π

n (k − 1) < x < π
nk, k = 1, n; n ≥ 2 is considered.

Boundary conditions of the Dirichlet type: y(0) = 0, y(π) = 0 are given on the left-hand and
right-hand ends of the segment [0, π]. The functions continuous on [0, π] , the first derivatives of
which have jumps at the points x = π

nk, are solutions. The value of jumps is expressed by the
formula y′(πkn − 0) = y′(πkn + 0) − βk

∫ π

0
y(t)dt, k = 1, n− 1. The basic result of the paper is the

exact formula of the first regularized trace of the considered differential operator. Key words:
first regularized trace, integro-differential operator, inner-boundary condition.

Жуманова Л.К., Садыбеков М.А.,
Ойық нүктелi кесiндiдегi желiмдеу шарты интегралдық ауытқулармен берiлген

Штурм-Лиувилл интегро-дифференциалдау операторының бiрiншi регулярланған iзi

Жұмыс ойық нүктелi кесiндiдегi "желiмдеу" шарты интегралдық ауытқулармен берiлген
басты бөлiгi Штурм-Лиувилл тектес интегро-дифференциалдау операторының бiрiншi регу-
лярланған iзiн есептуге арналған. π

n (k − 1) < x < π
nk, k = 1, n; n ≥ 2 кесiндiсiнде берiлген

−y′′(x) + q(x)y(x) + γ
∫ π

0
y(t)dt = λy(x) Штурм-Лиувилл операторы қарастырылады. [0, π]

кесiндiсiнiң оң жақ және сол жақ шеттерiнде y(0) = 0, y(π) = 0 түрдегi Дирихле тектес шарт
берiледi. Шешiмi [0, π] аралығында үзiлiссiз, бiрiншi реттi туындылары x = π

nk нүктелерiнде
секiрiске ие функция болады. Секiрiс ұзындығы y′(πkn − 0) = y′(πkn + 0) − βk

∫ π

0
y(t)dt, k =

1, n− 1 формуласымен өрнектеледi. Жұмыстың негiзгi нәтижесi қарастырылатын диффе-
ренциалдау операторының бiрiншi регуляризацияланған iзiнiң айқын формуласын анықтау
болып табылады.
Түйiн сөздер: бiрiншi регуляризацияланған iз, интегро-дифференциалдау операторы, iшкi-
шеттiк шарт.
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1 Введение

На сегодняшнем этапе своего развития спектральная теория обыкновенных дифферен-
циальных операторов является одним из важных разделов общей спектральной теории и
активно разрабатывается различными математическими школами. Одним из её направ-
лений является теория следов дифференциальных операторов, которая разрабатывает-
ся, прежде всего, московской школой под руководством академика В. А. Садовничего
[1, 2]. Только за последние годы ими представлены формулы первого регуляризованно-
го следа для дискретных операторов, регуляризованные следы сингулярных операто-
ров, регуляризованные следы несамосопряженных дискретных операторов с неядерной
резольвентой, формулы следа М. Г. Крейна на случай возмущения типа Гильберта–
Шмидта, регуляризованный след операторного уравнения Штурма–Лиувилля на конеч-
ном отрезке, формула следа для потенциала, содержащего дельта-функции, формулы
регуляризованных следов операторов с относительно компактным возмущением и т. д.

Однако ряд существенных проблем спектральной теории остается по-прежнему не
разрешенным. К их числу относится нахождение регуляризованных следов дифферен-
циальных операторов в областях с проколотыми точками. Данное направление тесно
связано с исследованием операторов с потенциалами, содержащими дельта–функции,
однако имеет и свои особенности. На сегодняшний день это направление находится на
стадии накопления первичной информации, для чего необходимо получение формул
явного вида вычисления регуляризованных следов различных конкретных дифферен-
циальных операторов в областях с проколотыми точками.

2 Понятие регуляризованного следа

Теория регуляризованных следов линейных операторов берёт своё начало с фундамен-
тального факта конечномерной теории — инвариантности матричного следа линейного
оператора и совпадении его со спектральным следом, и исследует вопрос о распростра-
нении понятия инвариантности следа на неограниченные операторы.

Исследования регуляризованных следов операторов с дискретным спектром было
начато в знаменитой работой И.М. Гельфанда и Б.М. Левитана [3], в которой авторы
нашли след оператора в задаче Штурма–Лиувилля

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), y′(0) = 0, y′(π) = 0.

Для q(x) ∈ C1[0, π] при выполнении условия
∫ π

0
q(x)dx = 0 была получена формула

∞∑
n=0

(λn − µn) =
1

4

(
q(o) + q(π)

)
,

где λn - собственные значения задачи, а µn = n2 - собственные значения этой же задачи
с q(x) = 0. Сумма ряда называется первым регуляризованным следом оператора. Фор-
мулы такого типа называются формулами первого регуляризованного следа. Одним из
преимуществ подобных формул является то, что хотя собственные значения оператора
при q(x) ̸= 0 не могут быть вычислены в явном виде, сумма регуляризованного следа
определяется точно и всегда может быть вычислена.
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К аналогичным результатам пришел в том же году Л.А. Дикий, использовавший
несколько иные методы. Получению формул регуляризованных следов для обыкновен-
ных дифференциальных операторов были посвящены работы И.М. Гельфанда, М.Г. Га-
сымова, Р.Ф. Шевченко, А.Г. Костюченко, В.А. Садовничего и многих других. Наиболее
общие результаты для обыкновенных дифференциальных операторов получены В.Б.
Лидским и В.А. Садовничим [4]. Ими было установлено, что вывод формул указанного
типа для широкого класса краевых задач, порожденных обыкновенными дифферен-
циальными выражениями на конечном отрезке со сложным вхождением спектрального
параметра, сводится к изучению регуляризованных сумм корней целых функций с опре-
деленной асимптотической структурой.

3 Краткий обзор близких по тематике работ казахстанских авторов

Среди большого количества опубликованных работ по формулам регуляризованного
следа дифференциального оператора необходимо отметить работы казахстанских ма-
тематиков. Это прежде всего работы профессора Б.Е. Кангужина и его учеников и
последователей.

В работе [5] предложена математическая модель о вынужденных колебаниях па-
кета плоских пластин с точечными упругими связями. В [6, 7] дано полное описание
корректно разрешимых краевых задач для бигармонического оператора в круге и ша-
ре, выписаны их корректно разрешимые конечномерные возмущения, возникающие при
рассмотрении задачи в проколотой области. В [8] найдены тождества для собственных
значений оператора, порожденного обыкновенным дифференциальным выражением с
внутренне краевыми условиями. В работе [9] дано полное описание корректно разреши-
мых краевых задач для оператора Лапласа в круге и в проколотом круге, приведены
формулы резольвент корректных задач. В [10] в гильбертовом пространстве изучен опе-
ратор Лапласа в проколотой области, получен аналог формулы Грина и описан класс
самосопряженных расширений. В [11, 12] рассмотрен класс корректных задач для опера-
тора m-Лапласа в проколотой области и получены формулы регуляризованного следа.

Наиболее близкой к настоящей работе по тематике является [14]. В ней получена
формула первого регуляризованного следа одного дифференциального оператора типа
Штурма-Лиувилля на отрезке с проколотыми точками при интегральном возмущении
условий "скачка" первых производных в этих проколотых точках. Приведем этот ре-
зультат более подробно.

Рассмотрена задача на собственные значения:

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x),
π

n
(k − 1) < x <

π

n
k, k = 1, n; n ≥ 2; (1)

y(0) = 0, y(π) = 0, (2)

y(
πk

n
− 0) = y(

πk

n
+ 0), y′(

πk

n
− 0) = y′(

πk

n
+ 0)− βk

∫ π

0

y(t)dt, k = 1, n− 1, (3)

где q(x) – достаточное число раз дифференцируемая действительнозначная функция;
βk - действительные константы, λ – спектральный параметр.

Отметим, что при βk = 0, k = 1, n− 1 для уравнения (1) с дополнительными сла-
гаемыми вида

∑n−1
k=1 αky(

πk
n
) в работах [13], [2, с. 112] были выписаны формулы первого
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регуляризованного следа задачи. Данные работы вместе с [14] являются наиболее близ-
кими по тематике к рассматриваемой нами задаче.

Основным результатом работы [14] является
Теорема 1 [14] Для первого регуляризованного следа задачи (1) -(3) справедлива

следующая формула:

∞∑
m=0

2n∑
j=1

(
λm,j − (2nm+ j)2 −

(
1 +

1

2nm+ j

)
2

π

∫ π

0

q(t)dt

)
=

= −1

4

(
q(0) + q(π)

)
+

1

2π

∫ π

0

q(t)dt, (4)

где λm,j - собственные значения задачи (1) - (3). При этом собственные значения име-
ют асимптотику λm,j = s2m,j, где

sm,j = (2nm+ j) +
c1,j

2nm+ j
+

c2,j
(2nm+ j)2

+O

(
1

(2nm+ j)3

)
, (5)

c1,j =
1

2π

∫ π

0

q(t)dt, c2,j =
1− (−1)j

2

i

π

n−1∑
k=1

(βk + βn−k) e
iπjk
n , (6)

j = 1, 2n,m = 0, 1, 2, . . . .

4 Постановка задачи и формулировка основного результата

Рассмотрим задачу на собственные значения для интегро-дифференциального операто-
ра:

−y′′(x) + q(x)y(x) + γ

∫ π

0

y(t)dt = λy(x),
π

n
(k − 1) < x <

π

n
k, k = 1, n; n ≥ 2; (7)

с краевыми условиями (2) и с обобщенными условиями "склеивания" (3) в проколотых
точках отрезка.

Нашей целью является построение формулы первого регуляризованного следа, на-
подобии формулы (4), для рассматриваемой спектральной задачи (7), (2), (3).

Основным результатом настоящей работы является
Теорема 2 Для первого регуляризованного следа задачи (7), (2), (3) справедлива

формула:

∞∑
m=0

2n∑
j=1

(
λm,j − (2nm+ j)2 −

(
1 +

1

2nm+ j

)
2

π

∫ π

0

q(t)dt

)
=

= −1

4

(
q(0) + q(π)

)
+

1

2π

∫ π

0

q(t)dt− γπ, (8)

где λm,j - собственные значения задачи (7), (2), (3). При этом собственные значения
при больших m имеют асимптотику λm,j = s2m,j, j = 1, 2n, где величины sm,j, c1,j, c2,j
определяются формулами (5) и (6) соответственно.
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5 Краткий ход доказательства теоремы

Стандартными вычислениями на каждом интервале Ik : π
n
(k − 1) < x < π

n
k, можно

выписать асимптотики (при |s| → ∞) двух линейно независимых решений уравнения
(1):

y1,k(x, s) ∼ eisx
∞∑
ν=0

aν,k(x)

sν
, y2,k(x, s) ∼ e−isx

∞∑
ν=0

(−1)ν
aν,k(x)

sν
,

где a0,k(x) ≡ 1,

aν,k(x) =
i

2

{
a′ν−1,k(x)− a′ν−1,k

(
π
k − 1

n

)
−
∫ x

π k−1
n

q(t)aν−1,k(t)dt

}
. (9)

Здесь, как обычно, предполагается, что комплексная плоскость (λ = s2, s =
√
λ) разбита

на четыре сектора лучами arg s = 0 и arg s = π
2

и данная асимптотика имеется в каждом
из четырех секторов.

Из рекуррентной формулы (7) получаем

a1,k(x) = − i

2

∫ x

π k−1
n

q(t)dt, a2,k(x) =
1

4

q(x)− q

(
π
k − 1

n

)
− 1

2

(∫ x

π k−1
n

q(t)dt

)2
 , . . . ,

aν,k

(
π
k − 1

n

)
= 0, ν = 1, 2, . . . ;

y1,k

(
π
k − 1

n
, s

)
= ei

π(k−1)s
n , y2,k

(
π
k − 1

n
, s

)
= e−i

π(k−1)s
n .

На каждом из интервалов Ik общее решение интегро–дифференциального уравнения
(7) строим методом вариации произвольных постоянных. Представляем решение в виде

y(x) = Ak(x)y1,k(x, s) +Bk(x)y2,k(x, s).

Получаем представление общего решения уравнения (7). Это решение является двупа-
раметрическим семейством. Обозначим эти константы через A0

k, B
0
k.

Удовлетворяя условиям краевым условиям (2) и обобщенным условиям "склеива-
ния" (3), получаем относительно постоянных A0

k, B
0
k линейную систему из 2n уравнений,

определитель ∆(s) которой и будет характеристическим определителем спектральной
задачи (7), (2), (3).

Эта функция ∆(s) определяется следующим асимптотическим выражением:

∆(s) = eiπs
{
1 +

a1
s

+
a2 − (β1 + ...+ βn−1) + γπ

s2
+O

(
1

s3

)}
+

+e−iπs

{
−1 +

a1
s

− a2 − (β1 + ...+ βn−1) + γπ

s2
+O

(
1

s3

)}
+

+
n−1∑
k=1

ei
πk
n
s

{
βk + βn−k

s2
+O

(
1

s3

)}
−

n−1∑
k=1

e−iπk
n
s

{
βk + βn−k

s2
+O

(
1

s3

)}
+

{
4iγ

s3
+O

(
1

s4

)}
.
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Здесь

a1 = − i

2

∫ π

0

q(t)dt, a2 =
1

4

{
q(π)− q(0)− 1

2

(∫ π

0

q(t)dt

)2
}
.

Анализируя уравнение ∆(s) = 0, получаем, что задача (7), (2), (3) имеет 4n серий
собственных значений с асимптотиками (5), (6). Учитывая, что функция ∆(s) - нечетная,
получаем, что вместе с собственными значениями sm,j из (5) числа −sm,j также являют-
ся корнями характеристического многочлена. Их мы обозначим через sm,j+2n, j = 1, 2n.
Отсюда получаем обращение в нуль коэффициентов c2,j из (6) с четными номерами j.
Таким образом, в терминах спектрального параметра λ мы получим 2n серий собствен-
ных значений.

При этом функция ∆(s) принадлежит классу K целых функций первого порядка [4].
Поэтому для нее применима методика вычисления регуляризованной суммы корней ква-
зимногочленов, основанная на построении дзета-функции, ассоциированной с функцией
∆(s) и использовании метода последовательных приближений Хорна (см. [4]).

Так как данная методика хорошо разработана, в силу громоздкости вычислений мы
их здесь приводить не будем и на этом завершим доказательство теоремы.

Замечание 1 В частном случае, когда γ = 0, задача (7), (2), (3) совпадает с
задачей (1) - (3) и формула (8) теоремы 2 совпадает с результатом теоремы 1 –
формулой (4).

Замечание 2 В частном случае, когда γ = 0, βk = 0, k = 1, n− 1, задача (7), (2),
(3) совпадает с задачей Дирихле и основной результат теоремы 2 – формула (8) –
совпадает с классическим результатом:

∞∑
m=0

(
λm −m2 − 1

π

∫ π

0

q(t)dt

)
= −1

4

(
q(0) + q(π)

)
+

1

2π

∫ π

0

q(t)dt.

В заключение авторы выражают признательность Т.Ш. Кальменову, Б.Е. Кангужи-
ну и всем участникам Общегородского научного семинара "Дифференциальные опера-
торы и их приложения" за плодотворное обсуждение полученных результатов.
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Разрешимость задачи Дирихле для трехмерных эллиптико-параболических
уравнений с вырождением типа и порядка

Корректность краевых задач на плоскости для эллиптических уравнений методом теории
аналитических функций комплексного переменного хорошо изучены. При исследовании ана-
логичных вопросов, когда число независимых переменных больше двух, возникают труд-
ности принципиального характера. Весьма привлекательный и удобный метод сингулярных
интегральных уравнений теряют свою силу из-за отсутствия сколько-нибудь полной теории
многомерных сингулярных интегральных уравнений. В работах С.А. Алдашева, показана од-
нозначная разрешимость и получен явный вид задачи Дирихле в цилиндрической области
для многомерных эллиптико-параболических уравнений. В данной работе для трехмерных
эллиптико-параболических уравнений с вырождением типа и порядка в цилиндрической об-
ласти показано разрешимость и получен явный вид классического решения задачи Дирихле.
Ключевые слова: разрешимость, задачи Дирихле, вырождение типа и порядка, плотность.

Kitaybekov E.T.
Solvability Dirichlet problem for three-dimensional elliptic-parabolic equations

with type and order extinction

Correctness of boundary problems in the plane for elliptic equations is well analyzed by analitic
function theory of complex variable. There appear principal difficulties in similar problems when
the number of independent variables is more than two. An attractive and suitable method of
singular integral equations is less strong because of lock of any complete theory of multidimensional
singular integral equations. In the works of S.A. Aldasheva, shows the unique solvability and
obtained form of the explicit Dirichlet problem in the cylindrical domain for multidimensional
elliptic-parabolic equations. In this paper, for the three-dimensional elliptic-parabolic equations
with degeneration of the type and order in a cylindrical domain shown solvability and obtained in
the form of a classical solution of the Dirichlet problem.
Key words: solvability, Dirichlet problem, degeneration of the type and order, density.

Қытайбеков Е.
Түрi мен ретi азғындалған үш өлшемдi эллиптико-параболалық

теңдеулерге Дирихле есебiнiң шешiмдiлiгi

Комплекстi айнымалы аналитикалық функциялар теориясының әдiсiмен жазықтықта эл-
липтикалық теңдеулерге шеттiк есептердiң бiршешiмдiлiгi жақсы қарастырылған. Тәуелсiз
айнымалылар екiден көп болғанда, осы мәселелердi зерттегенде көп қиындықтар кездеседi.
Көп өлшемдi сингулярлық интегралдар теориясы толық емес болғандықтан, белгiлi сингу-
лярлық интегралдар әдiсiн пайдалану күшiн жоғалтады. С.А. Алдашевтың жұмыстарында
цилиндрлiк облыста көп өлшемдi эллиптико-параболалық теңдеулерге Дирихле есебiнiң бiр
мәндiлiгi дәлелденген және нақты түрi келтiрiлген. Бұл жұмыста түрi мен ретi азғындалған
үш өлшемдi эллиптико-параболалық теңдеулерге цилиндрлiк облыста Дирихле есебiнiң ше-
шiмдiлiгi көрсетiлген және нақты Дирихле есебiнiң шешiмiнiң айқын түрi алынған.
Түйiн сөздер:шешiмдiлiк, Дирихле есебi, түрi мен ретi азғындалған, тығыздық.
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1 Введение

Корректность краевых задач на плоскости для эллиптических уравнений методом тео-
рии аналитических функций комплексного переменного хорошо изучены. При иссле-
довании аналогичных вопросов, когда число независимых переменных больше двух,
возникают трудности принципиального характера. Весьма привлекательный и удоб-
ный метод сингулярных интегральных уравнений теряют свою силу из-за отсутствия
сколько-нибудь полной теории многомерных сингулярных интегральных уравнений.Для
общих эллиптико-параболических уравнений второго порядка постановку первой кра-
евой задачи (или задача Дирихле) впервые осуществил Г. Фикера [1]. В обобщенных
пространствах это задача изучена в [2]. В [3,4] установлена корректности задачи Дири-
хле для вырождающих многомерных эллиптико-параболических уравнений. В работе
для трехмерных эллиптико-параболических уравнений с вырождением типа и порядка
цилиндрической области показано разрешимость и получен явный вид классического
решения задача Дирихле.

2 Постановка задачи и результат

Пусть Ωαβ− цилиндрическая область евклидова пространства E3 точек (x1, x2, t), огра-
ниченная цилиндром Γ = {(x, t) : |x| = 1}, плоскостями t = α > 0 и t = β < 0, где |x|−
длина вектора x = (x1, x2).

Обозначим через Ωα и Ωβ части области Ωαβ, а через Γα, Γβ− части поверхности Γ,
лежащие в полупространствах t > 0 и t < 0; σα− верхнее, а σβ− нижнее основания
области Ωαβ.

Пусть далее S - общая часть границ областей Ωα и Ωβ представляющее множество
{t = 0, 0 < |x| < 1} в E2.

В области Ωαβ рассмотрим вырождающихся трехмерные смешанно эллиптико-
параболические уравнения

0 =


2∑

i=1

pi(t)uxixi
+ p3(t)utt +

2∑
i=1

ai(x, t)uxi
+ b(x, t)ut + c(x, t)u, t > 0,

2∑
i=1

gi(t)uxixi
− ut +

2∑
i=1

di(x, t)uxi
+ e(x, t)u, t < 0,

(1)

где pi(t) > 0 при t > 0, pi(0) = 0, gi(t) > 0 при t < 0 и могут обращаться в нуль при
t = 0, pi(t) ∈ C([0, α]) ∩ C2((0, α)), gj(t) ∈ C([β, 0]), i = 1, 2, 3, j = 1, 2.

В дальнейшем нам понадобиться связь декартовых координат x1, x2, t с полярными
r, θ, t : x1 = r cos θ, x2 = r sin θ, r ≥ 0, 0 ≤ θ < 2π.

Задача 1(Дирихле). Найти решение уравнения (1) в области Ωαβ при t = 0 из класса
C(Ω̄αβ) ∩ C2(Ωα ∪ Ωβ), удовлетворяющее краевым условиям

u
∣∣∣
σα

= φ1(r, θ), u
∣∣∣
Γα

= ψ1(t, θ), (2)

u
∣∣∣
Γβ

= ψ2(t, θ), u
∣∣∣
σβ

= φ2(r, θ). (3)

при этом φ1(1, θ) = ψ1(α, θ), ψ1(0, θ) = ψ2(0, θ), ψ2(β, θ) = φ2(1, θ).
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Пусть ai(x,t)
p3(t)

, b(x,t)
p3(t)

, c(x,t)
p3(t)

∈ C(Ω̄α) ∩ C1(Ωα), di(x, t), e(x, t) ∈ C1(Ω̄β) ∩ C2(Ωβ),

c(x, t) ≤ 0, ∀(x, t) ∈ Dα.
Тогда справедлива
Теорема 1. Если φ1(r, θ), φ2(r, θ) ∈ C(S̄) ∩ C2(S), ψ1(t, θ) ∈ C(Γ̄α) ∩ C2(Γα),

ψ2(t, θ) ∈ C(Γ̄β) ∩ C2(Γβ), то задача 1 разрешима.

3 Разрешимость задачи 1

Сначала покажем разрешимость задачи (1), (3). Ее решение будем искать в виде ряда

u(r, θ, t) = u10(r, t) +
∞∑
n=1

(u1n(r, t) cosnθ + u2n(r, t) sinnθ), (5)

где u10(r, t), u1n(r, t), u2n(r, t)− функции, которые будут определены ниже.
Подставляя (4) в (1), в полярных координатах будем иметь

L1u ≡ g1(t)

(
cos2 θu10rr +

sin2 θ

r
u10r

)
+ g2(t)

(
sin2 θu10rr +

cos2 θ

r
u10r

)
− u10t+

+d1(r, θ, t) cos θu10r + d2(r, θ, t) sin θu10r + e(r, θ, t)u10+

+
2∑

i=1

{
g1(t)

[
cos2 θ(cosnθu1nrr + sinnθu2nrr) +

sin2 θ

r
(cosnθu1nr + sinnθu2nr)+

+
n sin 2θ

r
(sinnθu1nr − cosnθu2nr) +

n sin 2θ

r2
(cosnθu2n − sinnθu1n)−

−n
2 sin2 θ

r2
(cosnθu1n + sinnθu2n)

]
+ g2(t)

[
sin2 θ(cosnθu1nrr + sinnθu2nrr)+

+
n sin 2θ

r
(cosnθu2nr − sinnθu1nr) +

cos2 θ

r
(cosnθu1nr − sinnθu2nr)+

+
n sin 2θ

2r2
(sinnθu1n − cosnθu2n)−

n2

r2
cos2 θ(cosnθu1n + sinnθu2n)

]
− cosnθu1nt−

− sinnθu2nt + d1

[
cos θ(cosnθu1nr + sinnθu2nr) +

n sin θ

r
(sinnθu1n − cosnθu2n)

]
+

+d2

[
sin θ(cosnθu1nr + sinnθu2nr) +

n cos θ

r
(cosnθu2n − sinnθu1n)

]
+

+e(cosnθu1n + sinnθu2n)} = 0.

(5)

Теперь полученное выражение (5) сначала умножим на ρ(θ) ̸= 0, а затем проинте-
грируем от 0 до 2π. После несложных преобразований получим ряд

(g1 + g2)

2
ρ10

(
u10rr +

1

r
u10r

)
− ρ10u10t +

(g1 − g2)

2
d10

(
u10rr −

1

r
u10

)
+

+a10(r, t)u10r + c10(r, t)u10 +
∞∑
n=1

{
2∑

i=1

[
(g1 + g2)

2
ρjn(ujnrr+

+
1

r
ujnr −

n2

r2
ujn)− ρjnujnt +

(g1 − g2)

2
djn

(
ujnrr −

1

r
ujnr −

n2

r2
ujn

)
+

+
(g2 − g1)n

2
ejn

(
ujnr −

ujn
2r

)
+ ajn(r, t)ujnr + cjn(r, t)ujn

]}
= 0,

(6)
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где

ρ1n =
2π∫
0

ρ(θ) cosnθdθ, ρ2n =
2π∫
0

ρ sinnθdθ, d1n =
2π∫
0

ρ cos 2θ cosnθdθ,

d2n =
2π∫
0

ρ cos 2θ sinnθdθ, e1n = −
2π∫
0

ρ sin 2θ sinnθdθ, e2n =
2π∫
0

ρ sin 2θ cosnθdθ,

a1n =
2π∫
0

ρ(d1 cos θ + d2 sin θ) cosnθdθ, a2n =
2π∫
0

ρ(d1 cos θ + d2 sin θ) sinnθdθ,

c1n =
2π∫
0

ρ

[
(d1 sin θ − d2 cos θ)

n sinnθ

r
+ e cosnθ

]
dθ,

c2n =
2π∫
0

ρ

[
(d2 cos θ − d1 sin θ)

n cosnθ

r
+ e sinnθ

]
dθ, n = 0, 1, ... .

Далее, рассмотрим бесконечную систему систему дифференциальных уравнений

g(t)ρ10

(
u10rr +

1

r
u10r

)
− ρ10u10t = 0, g(t) =

g1(t) + g2(t)

2
, (7)

g(t)ρj1

(
uj1rr +

1

r
uj1r −

uj1
r2

)
−ρ10uj1t =

(g2 − g1)d10
2

(
u10rr −

u10r
r

)
−a10u10r− c10u10, (8)

g(t)ρjn

(
ujnrr +

1

r
ujnr −

n2

r2
ujn

)
− ρjnujnt = −(g1 − g2)djn

2

(
ujn−1rr −

1

r
ujn−1r−

−(n− 1)2

r2
ujn−1

)
− (g2 − g1)(n− 1)

r
ejn−1

(
ujn−1r −

ujn−1

2r

)
−

−ajn−1ujn−1r − cjn−1ujn−1, j = 1, 2, n = 2, 3, ... .

(9)

Нетрудно показать, что если {u10, ujn}, j = 1, 2, n = 1, 2, ...− решение системы (7)-
(9), то оно является и решением уравнения (6).

Далее, учитывая ортогональность [4] систем тригонометрических функций
{1
2
, cosnθ, sinnθ, n = 1, 2, ...} на отрезке [0, 2π] из краевого условия (3) в силу (4) бу-

дем иметь
u10(r, β) = φ210(r), u10(1, t) = ψ210(t), (10)

ujn(r, β) = φ2jn(r), ujn(1, t) = ψ2jn(t), j = 1, 2, n = 1, 2, ... , (11)

φ210(r) =
1

2π

2π∫
0

φ2(r, θ)dθ, φ210(t) =
1

2π

2π∫
0

ψ2(t, θ)dθ,

φ21n(r) =
1

π

2π∫
0

φ2(r, θ) cosnθdθ, ψ21n(t) =
1

π

2π∫
0

ψ2(t, θ) cosnθdθ,

φ22n(r) =
1

π

2π∫
0

φ2(r, θ) sinnθdθ, ψ22n(t) =
1

π

2π∫
0

ψ2(t, θ) sinnθdθ, n = 1, 2, ... .
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Таким образом, задача (1),(3) сведена к системе задач для уравнений (7) -(9) с дан-
ными (10) и (11). Теперь будем находить решения этих задач. Нетрудно заметить, что
каждое уравнение системы (7)-(9) можно представить в виде

g(t)

(
uknrr +

1

r
uknr −

n2

r2
un

)
− unt = fk

n(r, t), (12)

где fn(r, t) определяются из предыдущих уравнений этой системы, при этом f0(r, t) ≡ 0.
В [5] показана, что краевые задачи для уравнения (12) с условиями (10) и (11) имеют

единственные решения.
Следовательно, сначала решив задачу (7), (10) (j = 1, n = 0), а затем (8), (11)

(j = 1, 2, n = 1) и т. д. найдем последовательно все u10(r, t), ujn(r, t), j = 1, 2, n = 1, 2, ... .
Итак, показано, что

2π∫
0

ρ(θ)L1udθ = 0. (13)

Пусть f(r, θ, t) = R(r)ρ(θ)T (t), причем R(r) ∈ V0, V0− плотна в L2((0, 1)),
ρ(θ) ∈ C∞((0, 2π))− плотна в L2((0, 2π)), а T (t) ∈ V1, V1− плотна в L2((β, 0)). Тогда
f(r, θ, t) ∈ V, V = V0 ⊗ (0, 2π)⊗ V1− плотна в L2(Ωβ) [6].

Отсюда и из (13) следует, что∫
Ωβ

f(r, θ, t)L1udΩβ = 0

и
L1u = 0, ∀(r, θ, t) ∈ Ωβ.

Таким образом, решением задачи (1),(3) в области Ωβ является функция (4), где
u10(r, t), ujn(r, t), j = 1, 2, n = 1, 2, ... определяются из предыдущих двумерных задач.

Учитывая ограничения на коэффициенты уравнения (1) и на заданные функции
φ2(r, θ), ψ2(t, θ), аналогично, как в [3], можно показать, что полученное решение (4) при-
надлежит классу C(Ω̄β) ∩ C2(Ωβ).

Далее, из (4) при t→ −0 имеем

u(r, θ, 0) = τ(r, θ) = u10(r, 0) +
∞∑
n=0

(u1n(r, 0) cosnθ + u2n(r, 0) sinnθ), (14)

при этом τ(r, θ) ∈ C(S̄) ∩ C2(S).
Следовательно, учитывая краевые условия (14) и (2) приходим в области Ωα к задаче

Дирихле для вырождающихся эллиптических уравнений

L2u ≡
2∑

i=1

pi(t)uxixi
+ p3(t)utt +

2∑
i=1

ai(x, t)uxi
+ b(x, t)ut + c(x, t)u = 0,

с данными
u
∣∣∣
S
= τ(r, θ), u

∣∣∣
Γα

= ψ1(t, θ), u
∣∣∣
σα

= φ2(r, θ),

которое имеет единственное решение [7].
Следовательно, разрешимость задачи 1 установлено.
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4 Заключение

В работе для трехмерных эллиптико-параболических уравнений с вырождением типа и
порядка в цилиндрической области показано разрешимость и получен явный вид клас-
сического решения задачи Дирихле.
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О равномерной оценке снизу решений нелинейной системы
дифференциальных уравнений

Методом первого приближения исследуется нелинейная система дифференциальных уравне-
ний в конечномерном векторном пространстве. Рассматривается система первого приближе-
ния т.е., линейная система дифференциальных уравнений с непрерывными и стремящимися
к нулю коэффициентами на бесконечном промежутке. Особые показатели линейной системы
дифференциальных уравнений в этом случае принимают критические т.е., нулевые значе-
ния, поэтому для применения являются негодными. В работе определяется обобщенный осо-
бый нижний показатель линейной системы дифференциальных уравнений с непрерывными и
стремящимися к нулю коэффициентами. Приводится эквивалентное определение обобщенно-
го особого нижнего показателя линейной системы дифференциальных уравнений с непрерыв-
ными и стремящимися к нулю коэффициентами. Применяя обобщенный нижний особый по-
казатель линейной системы дифференциальных уравнений с непрерывными и стремящимися
к нулю коэффициентами, получена равномерная оценка снизу решений нелинейной системы
дифференциальных уравнений в определенном классе нелинейных дифференциальных си-
стем. Приведено достаточное условие неустойчивости нулевого решения нелинейной системы
дифференциальных уравнений .
Ключевые слова: линейные дифференциальные системы, особые показатели, нелинейные
дифференциальные системы, оценка решений.

Moldabek Zh.Т, Aldibekov T. М
The uniform lower bound of solutions of nonlinear system of differential equations

We study non-linear system of differential equations in finite-dimensional vector space with the
method of the first approximation. A system of the first approximation were considered, i.e. a
linear system of differential equations with continuous and tending to zero coefficients on infinite
interval. Singular exponents of a linear system of differential equations, in this case taking the
critical ie, zero values, so are unsuitable for use. The paper defined the generalized special lower
rate of a linear system of differential equations with continuous and tending to zero coefficients. We
present an equivalent definition of a generalized special low index of a linear system of differential
equations with continuous and tending to zero coefficients. Applying a generalized lower specific
indicator of a linear system of differential equations with continuous and tending to zero coefficients
obtained uniform lower estimate of solutions of differential equations solving the nonlinear system
in a certain class of nonlinear differential systems. Powered sufficient condition for the instability
of the zero solution of nonlinear differential equations.
Key words: linear differential systems, singular exponents, nonlinear differential systems, bound
of the solutions
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Молдабек Ж.Т., Алдибеков Т.М.
Сызықты емес дифференциалдық теңдеулер жүйесiнiң шешiмiнiң төменнен бiрқалыпты

бағалауы

Ақырлы өлшемдi векторлық кеңiстiкте сызықты емес теңдеулер жүйесi бiрiншi жуықтау
әдiсiмен зерттеледi. Бiрiншi жуықтау жүйесi, яғни шексiз аралықта коэффиценттерi үзiлiс-
сiз және нөлге ұмтылатын дифференциалдық теңдеулердiң сызықты жүйесi қарастырылады.
Дифференциалдық теңдеулердiң сызықты жүйесiнiң ерекше көрсеткiштерi бұл жағдайда сы-
ни, яғни нөлдiк мән кабылдағандықтан, қолдануға жарамсыз болып қалады. Жүмыста коэф-
фиценттерi үзiлiссiз және нөлге ұмтылатын дифференциалдық теңдеулердiң сызықты жүй-
есiнiң жалпылама ерекше төменгi көрсеткiшi анықталады. Коэффиценттерi үзiлiссiз және
нөлге ұмтылатын сызықты дифференциалдық теңдеулердiң жүйесiнiң жалпылама ерекше
төменгi көрсеткiшiнiң эквиваленттi анықтамасы берiледi. Коэффиценттерi үзiлiссiз және нөл-
ге ұмтылатын сызықты дифференциалдық теңдеулердiң жүйесiнiң жалпылама ерекше тө-
менгi көрсеткiшiн қолдану арқылы дифференциалдық теңдеулердiң сызықты емес жүйесiнiң
шешiмдерiнiң сызықты емес жүйелердiң белгiлi класында төменнен бiрқалыпты бағалауы
алынды. Дифференциалдық теңдеулердiң сызықты емес жүйесiнiң нөлдiк шешiмiнiң орны-
қсыздығының жеткiлiктi шарты келтiрiлген.
Түйiн сөздер: сызықты дифференциалдық жүйелер, ерекше көрсеткiштер, сызықты емес
дифференциалдық жүйелер, шешiмдердiң бағалаулары.

Введение

В работе методом первого приближения исследуется нелинейная система дифферен-
циальных уравнений или векторное дифференциальное уравнение

ẋ = F (t, x), x ∈ Rn, t ≥ t0

где F(t,x) непрерывная по первому аргументу и непрерывно дифференцируемая по
второму векторному аргументу векторная функция. Предполагается F(t,0)=0. Вектор-
ная функция F(t,x) по векторному аргументу разлагается в точке x=0 по формуле Тей-
лора и векторное уравнение (0) сводится к векторному дифференциальному уравнению

ẋ = A(t)x+ f(t, x), x ∈ Rn, t ∈ I ≡ [t0,+∞), f(t, 0) = 0 (0)

Как правило, рассматривается линейная однородная система дифференциальных
уравнений или система первого приближения

ẋ = A(t)x (00)

Среди различных асимптотических характеристик линейной системы отметим верхнее
и нижнее особые показатели. Особые показатели линейной системы (00) с непрерывны-
ми и ограниченными коэффициентами известны из работ К.П. Персидского [1]. Особые
показатели прочны при малых возмущениях, поэтому находят широкое применения в
теории устойчивости и в других областях. Позже стало известно, что эти характеристи-
ки под названием индекс были введены в работе [2] П. Боль, но осталась незамеченной.
Подробное изложение теории особых показателей имеется в [3]. М.Г. Крейном [4] особые
показатели распространены к дифференциальным уравнениям в Банаховом простран-
стве и называются генеральными показателями, там же имеется небольшой обзор. Име-
ется обзор в [5]. В [6] особые показатели в конечномерном пространстве распространены
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на линейную систему (00) с непрерывными и неограниченными коэффициентами. Дан-
ная работа является продолжением работы [7], где особые показатели в конечномерном
пространстве распространяются на линейные системы (00) с непрерывными и стремящи-
мися к нулю коэффициентами. В этом случае система первого приближения (00) имеет
нулевые особые показатели, поэтому для исследования эти системы они неадекватны.
Для исследования таких систем т.е., в критическом случае особых показателей вводятся
обобщенные особые показатели и исследуется нелинейные системы дифференциальных
уравнений.

Постановка задачи

Определить обобщенные нижние особые показатели линейных систем дифферен-
циальных уравнений. Установить равномерные оценки снизу решений использованием
обобщенных нижних особых показателей в определенных классах нелинейных систем
дифференциальных уравнений. Установить, что обобщенные особые показатели явля-
ются более устойчивыми характеристиками систем дифференциальных уравнений.

bf Линейные системы и определения обобщенного нижнего особого показателя или
особого показателя относительно q.

П. Боль, изучая вопрос об устойчивости при постоянно действующих возмущениях
пришел к понятию индекса. Индекс отличается знаком от верхнего особого показате-
ля введенным К.П. Персидским. Нижний особый показатель П. Боль не рассматривал.
П. Боль установил устойчивость верхнего особого показателя при малых возмущениях.
К.П. Персидский пришел к понятию верхнего особого показателя, в связи с изучением
вопроса об асимптотической устойчивости решений нелинейных конечных систем урав-
нений с нестационарной главной линейной частью. Следует отметить, что рассуждения
П. Боля, отличаются от рассуждений К.П. Персидского. М.Г. Крейн распространил по-
нятие особого показателя на линейные однородные уравнения с ограниченным перемен-
ным операторным коэффициентом в банаховом пространстве и выяснил роль отрица-
тельности при изучении ограниченных решений неоднородного уравнения с ограничен-
ным свободным членом. В данной работе исследуется дифференциальные системы, для
которых понятия особых показателей не применимы. Определяются адекватные асимп-
тотические характеристики в таких случаях. Ранее изучались, как правило верхние
оценки решений. В данной работе получена нижняя оценка решений дифференциаль-
ных систем в определенном классе нелинейных систем дифференциальных уравнений.
Рассматривается линейная однородная система дифференциальных уравнений

ẋ = A (t)x, x ∈ Rn, t ≥ t0 (1)

где матрица A(t) непрерывна и удовлетворяет условию

∥A (t) ∥ ≤ CAφ(t), t ≥ t0 (2)

где CA−постоянная, зависящая от выбора матриц A, φ(t)− положительная непрерывная

функция на промежутке [t0,+∞] такая, что lim
t→∞

φ(t) = 0 и интеграл I(φ) =
∞∫
t0

φ(s)ds

расходится.
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Обозначим

q (t) =

∫ t

t0

φ (s) ds. (3)

Определение 1. Постоянная n(q) называется обобщенной нижней относительно q для
системы (1) с условием (2), если для любого ε > 0 для всех ненулевых решений x(t)
системы (1) осуществляются оценки

dn,εexp {[n(q)− ε]q(t)} ≤ |x(t)|
|x(s)|

(4)

для всех t ≥ s ≥ t0, где dn,ε−константа, зависящая от выбора ε, n(q) и функция q(t)
определена по формуле (3).
Множество {n(q)} обобщенных верхних функций системы (1) называется нижним клас-
сом системы (1) относительно q и обозначается символом H0 (A, q).

Определение 2. Число

ω0(A, q) = sup
n(q)∈H0(A,q)

n(q) (5)

называется обобщенным нижним особым показателем системы (1) относительно q(t).
Примечание 1. Если рассматриваются линейные системы (1) с непрерывными ограни-
ченными коэффициентами без условия (2) и q(t) = t, то обобщенные особые показатели
превращаются в числа, введенные Болем-Персидским.
Заметим, что для любого ε > 0 существует dε > 0 и для матрицы Коши линейной
системы (1) с условием (2) выполняется неравенство

dεe
[ω0(A,q)−ε][q(t)−q(t0)] ≤ |X(t, t0)| (6)

при всех t ≥ t0.
Примечание 2. Особые показатели Боля и Персидского системы (1) удовлетворяю-
щие условию (2) равны нулю, т.е. имеют места критические случаи. Заметим, что для
обобщенного нижнего особого показателя системы (1) относительно q, удовлетворяющие
условию (2) имеет место равенство

ω0(A, q) = lim
t−s→∞

ln |X(t, s)|
q(t)− q(s)

(7)

В самом деле из (6) вытекает, что для любого ε > 0 для всех t ≥ s ≥ t0 выполняется
неравенство

lndε
q(t)− q(s)

+ ω0(A, q)− ε ≤ ln |X(t, s)|
q(t)− q(s)

Следовательно, имеет место неравенство

∃γ ≡ lim
t−s→∞

ln |X(t, s)|
q(t)− q(s)

≥ ω0(A, q)− ε
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Отсюда устремляя ε→ ∞, получаем неравенство

ω0(A, q) ≤ γ (8)

Обратно, так как

γ = lim
t−s→∞

ln |X(t, s)|
q(t)− q(s)

то, для любого ε > 0 существует t − s ≥ 0 и для всех t − s ≥ t − s ≥ 0 выполняется
неравенство

ln |X(t, s)|
q(t)− q(s)

≥ γ − ε

или
|X(t, s)| ≥ exp [(γ − ε)(q(t)− q(s))]

для всех t − s ≥ t − s ≥ 0. Учитывая отрезок [t0, t], получаем, что для ε > 0 суще-
ствует dε > 0 и для матрицы Коши линейной системы (1) с условием (2) выполняется
неравенство

|X(t, s)| ≥ dεe
(γ−ε)(q(t)−q(s))

при всех t ≥ s ≥ t0. Так как число ω0(A, q) точная верхняя грань чисел осуществляющее
такую оценку, то имеет место неравенство

ω0(A, q) ≥ γ (9)

В силу (8) и (9) имеет место равенство (7).

Нелинейная система дифференциальных уравнений и оценка снизу реше-
ний в классе L(φ(t)).

Рассмотрим нелинейную систему дифференциальных уравнений

ẋ = A (t)x+ f(t, x) t ∈ I ≡ [t0; +∞), x ∈ Rn (10)

где матрица A(t) непрерывна при t ≥ t0 и удовлетворяет условию (2), векторная функ-
ция f(t, x) непрерывна в области G = I × Rn и f(t, 0) = 0.
Обозначим через L(φ(t)) класс векторных функций f(t, x) удовлетворяющих неравен-
ству

|f(t, x)| ≤ δ(t)|x|, (11)

где норма возмущения, непрерывная функция δ(t) при t ≥ t0 удовлетворяет условию

lim
t→+∞

δ(t)

φ(t)
= 0 (12)

Теорема 1. Если в нелинейной системе дифференциальных уравнений (10), для систе-
мы первого приближения (1) выполняется условие (2) и возмущения f(t, x) ∈ L(φ(t)),
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то для любого ε > 0 существуют dε > 0 такое, что для всех ненулевых решений системы
(10) равномерно выполняются неравенство

|x(t)| ≥ dε|x(t0)|e[ω0(A,q)−ε][q(t)−q(t0)]

при всех t ≥ t0.
Доказательство

Как известно, решения нелинейной системы дифференциальных уравнений (10), удо-
влетворяют уравнению

x(t) = X (t, t0) x(t0) +

t∫
t0

X(t, s)f(s, x(s))ds. (13)

Зафиксируем ε > 0. Из (6) вытекает неравенство

|X(t, t0)| ≥ dε1e
[ω0(A,q)−ε1][q(t)−q(t0)] (14)

где
ε1 = ε/3, 1 ≥ dε1 > 0

Используя (11) и (14) оценивая по норме (13) получим неравенство

|x(t)| ≥ dε1e
[ω0(A,q)−ε1][q(t)−q(t0)]|x(t0)| −

t∫
t0

|X(t, s)|δ(s)|x(s)|ds (15)

при всех t ≥ s ≥ t0. Из (15) вытекает неравенство

e−[ω0(A,q)−ε1]q(t)|x(t)| ≥ dε1e
−[ω0(A,q)−ε1]q(t0)|x(t0)|−e−[ω0(A,q)−ε1]q(t)

t∫
t0

|X(t, s)|δ(s)|x(s)|ds (16)

Пологая

a(t) ≡ e−[ω0(A,q)−ε1]q(t) (17)

из (16) получим неравенство в следующем виде

a(t)|x(t)| ≥ dε1a(t0)|x(t0)| − a(t)

t∫
t0

|X(t, s)|δ(s)|x(s)|ds

или

a(t)|x(t)|+ a(t)

t∫
t0

|X(t, s)|δ(s)|x(s)|ds ≥ dε1a(t0)|x(t0)| (18)
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Из (18) в силу (14) вытекает следующие неравенства

a(t)|x(t)|+ a(t)

t∫
t0

|X(t, s)|δ(s)|x(s)|ds− dε1a(t0)|x(t0)| ≥ a(t)|x(t)|+ (19)

+a(t)

t∫
t0

dε1e
[ω0(A,q)−ε1][q(t)−q(s)]δ(s)|x(s)|ds− dε1a(t0)|x(t0)| ≥ 0

и рассмотрим неравенство

a(t)|x(t)|+ a(t)

t∫
t0

dε1e
[ω0(A,q)−ε1][q(t)−q(s)]δ(s)|x(s)|ds− dε1a(t0)|x(t0)| ≥ 0 (20)

В (20) выносим функцию e[ω0(A,q)−ε1]q(t) из под знака интеграла и учитывая, что a(s) ≡
e−[ω0(A,q)−ε1]q(s) получим неравенство

a(t)|x(t)|+ a(t)

t∫
t0

dε1a(s)δ(s)|x(s)|ds− dε1a(t0)|x(t0)| ≥ 0. (21)

Положим

ν(t) = a(t)|x(t)| (22)

Теперь используя интегральное уравнение

I(ν) ≡ ν(t) +

t∫
t0

dε1ν(s)δ(s)ds− C = 0 (23)

оценим неравенство (21), где C = dε1a(t0)|x(t0)| константа. Из (23) переходя к диффе-
ренциальному уравнению получим

ν̇(t) + dε1δ(t)ν(t) = 0

Отсюда, интегрируя получаем, что

ν(t) = Ce
−

t∫
t0

dε1δ(τ)dτ

(24)

Заметим, что при ν2(t) ≥ ν1(t) имеет место

I[ν2] ≥ I[ν1]

Следовательно, из (21) вытекает, что имеет место неравенство

a(t)|x(t)| ≥ dε1a(t0)|x(t0)|e
−

t∫
t0

dε1δ(τ)dτ

(25)
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Из (25) в силу (17) и учитывая, что 1 ≥ dε1 > 0 имеем

e−[ω0(A,q)−ε1]q(t)|x(t)| ≥ dε1e
−[ω0(A,q)−ε1]q(t0)|x(t0)|e

−
t∫

t0

dε1δ(τ)dτ

≥ dε1e
−[ω0(A,q)−ε1]q(t0)|x(t0)|e

−
t∫

t0

δ(τ)dτ

(26)

Из (26) вытекает неравенство

|x(t)| ≥ dε1e
[ω0(A,q)−ε1][q(t)−q(t0)]−

t∫
t0

δ(τ)dτ

|x(t0)| (27)

Из (12) вытекает, что существует такое T > t0 и для ε2 ∈ (0, ε/3) имеет место неравенство

δ(t) ≤ ε2φ(t)

при t ≥ T Поэтому в силу (3) из (27) вытекает, что имеет место неравенство

|x(t)| ≥ dε1dε2e

t∫
t0

[ω0(A,q)−ε1−ε2]dq

|x(t0)| (28)

где dε2 = e
−

T∫
t0

δ(τ)dτ

> 0.
Теперь, полагая dε = dε1dε2 и учитывая, что ε1+ε2 < ε из (28) получаем, что равномерно
для всех ненулевых решений системы (6) имеет место неравенство

|x(t)| ≥ dε|x(t0)|e[ω0(A,q)−ε][q(t)−q(t0)]

при всех t ≥ t0. Теорема 1 доказана.
Легко устанавливается следующее утверждение.

Теорема 2. Если линейная система (1) с условием (2) имеет положительный обоб-
щенный нижний особый показатель т.е., ω0(A, q) > 0, то нулевое решение нелинейной
системы дифференциальных уравнений (10), где f(t, x) ∈ L(φ(t)), является неустойчи-
вым по Ляпунову при t→ ∞.
Примечание 3. Результаты полученные в работе [7] и в данной работе показывают,
что обобщенные особые показатели верхнее и нижнее являются устойчивыми асимпто-
тическими характеристиками дифференциальных систем.

Заключение

Определены обобщенные нижние особые показатели линейных систем дифференци-
альных уравнений. Установлены равномерные оценки снизу решений использованием
обобщенных нижних особых показателей в определенных классах нелинейных систем
дифференциальных уравнений. Установлены, что обобщенные особые показатели явля-
ются более устойчивыми характеристиками систем дифференциальных уравнений.
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Analytical method of definition of internal forces taking into account the
distributed dynamical loads in links of robotic systems and mechanisms with

statically indeterminate structures

In this paper the technique of analytical determination of internal forces in links of planar
mechanisms and manipulators with statically indeterminate structures taking into account the
distributed dynamical loads, a dead weight and the operating external loads is designed. The
dynamic equilibrium equations for the discrete model of the element under the action of cross and
axial inertial trapezoidal loads are derived. Also, the dynamic equilibrium equations for elements
and joints that expressed in terms of the unknown parameters of the internal forces of elements
under the action of the distributed trapezoidal loads are obtained. The compliance matrix of an
element is received from the expressions of energy for rods, so as the replacement of construction
by a set of discrete elements is based on the equality of the energies of the real structures and
its discrete model. The programs in the MAPLE18 system are made on the given algorithm and
animations of the motion of mechanisms with construction on links the intensity of cross and axial
distributed inertial loads, the bending moments, cross and axial forces, depending on kinematic
characteristics of links are obtained.
Key words: Mechanisms, Manipulators, Distributed inertial forces, Internal forces, Dynamic
equilibrium, Linkage compliance, Kinematic parameters, Statically indeterminate mechanisms,
CAD, Animation.

Жылқыбаева С., Утенов М.У., Утенова К.
Құрылымы статикалық анықталмаған механизмдер мен роботты-техникалық

жүйелердiң буындарындағы тарқалған динамикалық жүктемелердi ескерiп iшкi
күштердi анықтаудың аналитикалық әдiсi

Құрылымы статикалық анықталмған жазық стержендi механизмдер мен манипуляторлар-
дың буындарындағы iшкi күштердi тарқалған динамикалық жүктемелердi, салмақты және
сыртқы күштердi ескерiп анықтаудың аналитикалық әдiсi әзiрлендi. Қарқындылықтары тра-
пеция түрiнде таралған көлденең және бойлық инерция күштерiнiң әсерiнде тұрған, сәй-
кесiнше, қимасы тұрақты және сызықты өзгеретiн элементтердiң дискреттi модельдерiнiң
динамикалық тепе-теңдiк теңдеулерi алынды. Сонымен бiрге, элементтерге трапециялық та-
ралған жүктемелер әсер еткендегi iшкi күштердiң iзделiнетiн параметрлерi арқылы өрнек-
телген, шарнирлi және қатаң түйiндердiң тепе-теңдiк теңдеулерi алынды. Құрылымы ста-
тикалық анықталмаған механизмдердiң буындарындағы iшкi күштердi анықтағанда, буын-
дардың жаншылғыштық матрицасының қажеттiлiгi туады. Конструкцияны дискреттi эле-
менттердiң жиынтығымен ауыстыру нақты конструкцияның және оның дискреттi моделiнiң
энергияларының теңдiгiне негiзделгендiктен, элементтердiң жаншылғыштық матрицалары
стержендердiң энергиясын анықтау үшiн жазылған өрнектерден табылды.
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Келтiрiлген алгоритм бойынша MAPLE18 жүйесiнде программалар құрылып, механизмдер-
дiң буындарына қойылган көлденең және бойлық таралған инерция күштерiнiң, иiлу момент-
терiнiң, бойлық және көлденең күштердiң қарқындылықтары көрсетiлген қозғалыс анима-
циялары алынды.
Түйiн сөздер: механизмдер, манипуляторлар, тарқалған инерция күштерi, iшкi күштер, ди-
намикалық тепе-теңдiк, буын жаншылғыштығы, кинематикалық параметрлер, статикалық
анықалмаған механизмдер, программалау, анимация құру.

Жилкибаева С., Утенов М.У., Утенова К.
Аналитический метод определения внутренних усилий с учетом распределенных

динамических нагрузок в звеньях робототехнических систем и механизмов со статически
неопределимыми структурами

Разработана методика аналитического определения внутренних усилий в звеньях плоских
стержневых механизмов и манипуляторов со статически неопределимыми структурами с уче-
том распределенных динамических нагрузок, собственного веса и от действующих внешних
нагрузок. Выведены динамические уравнения равновесия для дискретной модели элемен-
та под действием поперечных и продольных инерционных нагрузок трапецеидального вида.
Также выявлены уравнения равновесия шарнирных и жестких узлов, выраженные через
искомые параметры внутренних усилий элементов под влиянием распределенных нагрузок
трапецеидального вида. Матрицы податливости элемента получены из энергетических вы-
ражений для стержней, так как замена конструкции совокупностью дискретных элементов
основывается на равенстве энергии реальной конструкции и ее дискретной модели. По приве-
денному алгоритму составлены программы в системе MAPLE18 и получены анимации дви-
жения механизмов с построением на звеньях интенсивности поперечных и продольных рас-
пределенных инерционных нагрузок, изгибающих моментов, поперечных и продольных сил,
зависящие от кинематических характеристик звеньев.
Ключевые слова: механизмы, манипуляторы, распределенные инерционные силы, внут-
ренние усилия, динамическое равновесие, податливость звеньев, кинематические параметры,
статически неопределимые механизмы, программирование, анимация.

Introduction

There are a variety of graphic-analytical and numerical calculation methods of rod
mechanisms and robotic systems on strength and rigidity, which don’t consider the distributed
inertia forces of complex nature [1-9]. Assur groups, that form the designed scheme of
mechanism, can be statically determinate, and also statically indeterminate in concept of
determination of internal forces. Statically indeterminate group will be those included in the
calculated scheme of the mechanism, which consists of three or more basic joints, and the
links are connected rigidly. In this paper we propose a new analytical approach of solution of
problems of dynamic calculation on strength and rigidity taking into account the distributed
dynamic loads in links of robotic systems and mechanisms with statically definable structures.
The distributed inertia forces of complex nature appear in links of rod mechanisms within the
motion process. The intensity of distribution of inertia forces along the link depends on the
mass distribution along the link and the kinematic characteristics of the mechanism changing
rapidly. Therefore, relations between the intensity of distributed inertia forces and link weight
with geometrical, physical and kinematic characteristics are determined in our work. The
distribution laws of inertia forces and dead weight, make it possible at each position of links
deduce the laws of distribution of internal forces along the axis of the link, in which loads are
found at any point of link. Their maximum values allow to optimize the design parameters
of the link, providing the strength and rigidity of links and, entirely, of robotic systems and
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mechanisms. As internal loads of each continued link are all defined by a set of internal loads in
its separate cross-sections, and by the matrixes of approximations, so the task was to calculate
the internal loads in finite number of cross-sections of elements. As a result, we refer to discrete
model of elastic calculation of links of rod mechanisms. In the work of elastic calculation of
planar rod mechanisms for each instantaneous position of the mechanisms they are brought
to link structures, which degree of freedom is equal to zero based on Dalamber’s principle. For
definition of internal loads in links of designed scheme of mechanism, the structure is divided
into elements, and both pin and rigid joints. This is the first time the elements are divided
into three types of beam. Discrete models of these beams having constant cross-sections
which are under the action of cross and axial the distributed loads of a trapezoidal view
are constructed. These constructed discrete models allow to determine the quantity of the
independent dynamic equilibrium equations, components of a vector of forces in calculated
cross-sections and to construct discrete model of all structure. The dynamic equilibrium
equations for discrete model of an element of the link with constant cross-sections under the
action of cross and axial inertial loads of a trapezoidal view are also received in this work as
well as the equilibrium equations of pin and rigid joints expressed through required parameters
of internal forces. If we integrate the equations of dynamic equilibrium of elements and joints
in a single system, we will receive the equations of dynamic equilibrium of all discrete model
of system. A sort of systems of equations is sufficient for definition of internal forces in links of
mechanisms, which structure is statically definable. The vector of forces and vector of loads in
calculated cross-sections of discrete models of mechanisms are formed from vectors of forces
and vectors of loads in calculated cross-sections of their separate elements, respectively. For
mechanisms, with the Assur groups in its structure and having statically indeterminate links,
the number of equilibrium equations is less than the number of unknowns by the number of
degree of statically indetermination of construction. Hence, for definition of internal forces
of statically indeterminate mechanisms the flexibility matrices were constructed optional for
entire discrete model of rod mechanism. On the given algorithm the programs in the MAPLE
system were made and animations of the motion of mechanisms with construction on links
the intensity of cross and axial distributed inertial loads, the bending moments, cross and
axial forces, depending on kinematic characteristics of links were obtained.

1 Inertia forces and the approximation matrix

Considering the plane-parallel motion of an kth link of mechanism with constant cross-
sections comparatively fixed system of coordinates OXY, the following laws of distribution of
the cross and axial inertia forces along a link, that arise from self mass of a link are defined
[10]:

qk(x
′
k) = akq + bkqx

′
k,

nk(x
′
k) = akn + bknx

′
k,

(1)

where akq = γkAk cos θk − γkAk

g
ω
y′k
kp, bkq = −γkAk

g
εk, akn = −γkAk sin θk − γkAk

g
ω
x′
k

kp , bkn =
γkAk

g
ε2k, θk - an angle, which determines the position of the kth link comparatively fixed system

of coordinatesOXY, respectively, ωk, εk - angular velocity and angular acceleration of the kth
link, respectively, ωy′k

kp, ω
x′
k

kp - components of Pk (pole) point acceleration of the kth link put
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on the axis of link and perpendicular to it, respectively, γk - specific weight of material of the
kth link, Ak - square of cross-section of the kth link, g - acceleration of gravity. The obtained
expressions show that the distribution of cross and axial inertia forces along the axis of link
with constant cross-sections is characterized by trapezoidal law. For the kth link, which is
under the influence of axial trapezoidal distributed load (see fig. 1), the bending moments
along the length of element are distributed by the law of polynomial of third-degree.

Mk(x
′
k) = a0 + a1x

′
k + a2(x

′
k)

2 + a3(x
′
k)

3, (2)

Figure 1 – Axial trapezoidal distributed load acting on the element

Now, let express the bending moments in x′k cross-section through the sought bending
moments Mk1,Mk2,Mk3,Mk4 in the cross-sections demonstrated in Fig. 1, respectively. For
this purpose it is enough to express coefficients a0, a1, a2, a3 through Mk1,Mk2,Mk3,Mk4. As
a result we have [10]:

Mk(x
′
k) = [1− 11

2lk
x′k +

9

l2k
(x′k)

2 − 9

2l3k
]Mk1 + [

9

lk
x′k −

45

2l2k
(x′k)

2 +
27

2l3k
(x′k)

3]M+

[− 9

2lk
x′k +

18

l2k
(x′k)

2 − 27

2l3k
(x′k)

3]Mk3 + [
1

lk
x′k −

9

2l2k
(x′k)

2 +
9

2l3k
(x′k)

3]Mk4k2.
(3)

Differentiating Mk(x
′
k) to x′k gives the equation of shear force:

Qk(x
′
k) = [− 11

2lk
+

18

l2k
x′k −

27

2l3k
(x′k)

2]Mk1 + [
9

lk
− 45

l2k
x′k −

81

2l3k
(x′k)

2]Mk2+

[− 9

2lk
+

36

l2k
x′k −

81

2l3k
(x′k)

2]Mk3 + [
1

lk
− 9

l2k
x′k +

27

2l3k
(x′k)

2]Mk4.
(4)

Let the element be affected by the axial trapezoidal distributed load, except the
distributed shear force. In that case, the axial force in arbitrary cross-section of an element
can be anologously expressed to previous by means of axial forces in calculated cross-sections
as follows:

Nk(x
′
k) = [1− 3

lk
x′k +

2

l2k
(x′k)

2]Nk1 + [
4

lk
x′k −

4

l2k
(x′k)

2]Nk2 + [− 1

lk
x′k +

2

l2k
(x′k)

2]Nk3, (5)

Thus, for the elemnt which is acted by cross and the axial trapezoidal distributed loads,
the approximation matrix connecting interal loads in arbitrary cross-section of the element
with values of internal loads in cross-sections has an appearance:
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[Hk(x
′
k)] =

h11(x′k) h12(x
′
k) h13(x

′
k) h14(x

′
k) 0 0 0

h21(x
′
k) h22(x

′
k) h23(x

′
k) h24(x

′
k) 0 0 0

0 0 0 0 h35(x
′
k) h36(x

′
k) h37(x

′
k).

 (6)

Elements of the first line of this matrix can be seen from the equation (3), elements of
the second line can be seen from the equation (4), and elements of the third line can be
seen from the equation (5), respectively. The given expression of approximation matrix of
loads defines dependence between a vector of forces Sk(x

′
k) in arbitrary section of an element

and a vector of forces Sk in the appointed cross-sections. For an element of rod system the
approximation matrix is accurately obtained as it is solved on the basis of known laws of
distribution of sought forces. Note, the equations of the bending moment, the cross and axial
forces (3,4,5) respectively, which are expressed by the same values in calculated cross-sections,
show that for definition of internal loads of each element of the mechanism it is enough to know
values of these loads in final number of cross-sections of each of these elements. Number of
sections in which it is necessary to know values of internal loads, are defined by polynomial
degrees of external actions. Thus, internal loads of each continual link are unambiguously
determined by a set of internal loads in its separate cross-sections and by the approximation
matrixes, therefore, the task is reduced to calculation of internal forces in final number of
cross-sections of elements. Hence, we come to a discrete model of elastic calculation of links
of rod mechanisms.

2 Discrete models of elastic calculation of elements and mechanisms in general

For elastic calculation of rod mechanisms based on Dalamber’s principle, all inertial,
external forces, gravity of links are loaded and the unknown driving moments (forces) are
applied, providing the predetermined laws of motion. If the pin that connects drive link with
the frame will be replaced by rigid fixing, then the structures with zero degree of freedom
are received. For definition of internal loads in links (in elements) of calculated scheme of
mechanism, the structure is divided into elements and joints. The link or its part can act as
the elements, whereas the joints are the pins connecting links and cross-sections in the middle
part, where concentrated external stress is occurred. For definition of internal loads in links
(in elements) of designed scheme of mechanism, the structure is divided into elements and
joints. As an element can be the link or half link, as the joints – the pin that joins adjacent
links and sections loaded by intensive external forces. The process of structure sectioning
is made up from giving function and signs for elements’ calculated sections. While dividing
the elements of calculated scheme of structure into calculated cross-sections and joints, it is
necessary to set what internal relations between elements are remained or removed. If we
reject any internal relations or their combinations in the element, so the element breaks up
to two elements which can turn, move or be removed relatively each other. With the purpose
to prevent it, internal forces-loads have to be applied at the joint rejecting places. Thereafter,
these loads are regarded as primary unknowns. Let’s decompose an element of planar rod
mechanisms on three types of beams, for the convenience of composing of resolving equations
to determine the internal loads in the appointed cross-sections of elements of the mechanism
[10]. The first type is a beam, which both ends are fixed rigidly. Such beams can be the links
of complex link, which are connected rigidly among them.

Вестник КазНУ. Серия математика, механика, информатика №4(92)2016



60 Zhilkibayeva S. et al.

Figure 2 – Beam’s both ends are fixed rigidly (first type of a beam)

For determination of coefficients of expressions of the bending moment, it is necessary
to know values of the bending moments in four cross-sections, and for determination of
coefficients of expressions of axial force, it is necessary to know values in three sections of an
element. Therefore, we will choose four sections with unknown bending moments and three
sections with unknown axial forces in this beam. Then, by means of conditional schemes with
the corresponding unknown, we will construct discrete model of the considered beam as in
figure 3.

Figure 3 – Discrete model of the first type beam under the action of the distributed trapezoidal load

Then the vector of forces in calculated cross-sections of the beam’s discrete model is
expressed by the following vector:

{Sk} = {Mk1,Mk2,Mk3,Mk4, Nk1, Nk2, Nk3}T . (7)

There is dependence between degree of freedom of discrete model m, number of the
attached external loads n and degree of redundancy of calculated scheme k [10]:

m = n− k. (8)

The matter is that total number of loads of calculated cross-sections is counted easily,
and degree of redundancy of calculated scheme is obtained by formula k=3K-Ш, where K -
number of the closed contours, Ш - number of simple (single) joints, k - degree of redundancy
of calculated scheme of mechanism. Degree of freedom of discrete model m determines the
quantity of necessary independent equations of statics.

For instance, the fourth class mechanism that is shown in fig. 4 can be considered as
geometric stable system (see fig. 5), if the rotational kinematic pair of drive link and frame
is replaced by rigid fixing.

To define the internal loads in links (in elements) of designed scheme of mechanism, we
divide the structure into elements and joints (see fig. 6).

For determination whether the system statically indeterminate we use the formula [9]:

k = 3K − , (9)
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Figure 4 – The fourth class planar mechanism

Figure 5 – A designed scheme of the fourth class planar mechanism

Figure 6 – Decomposing of structure into elements and joints

where K- the number of closed contours; Ш- the number of simple (single) pins; k- the
degree of redundancy of designed scheme of mechanism. If the rods of basic links 2 and 5
are rigidly interconnected, the number of single pins will be equal to Ш=6 and k=6, and
this system will be six times statically indeterminate. Now, we construct discrete model
for calculation on elasticity of the fourth class mechanism (see fig. 4). Let all the rods of
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mechanism have stable cross-sections, as well as the rods of basic links 2 and 5 are rigidly
interconnected, as shown in figure 7.

Figure 7 – The discrete model of the fourth class mechanism with stable cross-sections of links and
statically indeterminate structure

Thus, we construct the vectors of forces in calculated cross-sections of links for investigated
mechanism. So we have:

{S1} = {M11,M12,M13, N11, N12, N13}T ; {S2} = {M21,M22,M23,M24, N21, N22, N23}T ;
{S3} = {M31,M32,M33,M34, N31, N32, N33}T ; {S4} = {M41,M42,M43,M44, N41, N42, N43}T ;
{S5} = {M52,M53, N51, N52, N53}T ; {S6} = {M62,M63, N61, N62, N63}T ;
{S7} = {M71,M72,M73,M74, N71, N72, N73}T ; {S8} = {M81,M82,M83,M84, N81, N82, N83}T ;
{S9} = {M91,M92,M93,M94, N91, N92, N93}T .

The vector of forces in calculated cross-sections for discrete model of investigated the
fourth class mechanism has the form:

{S} = {M11,M12,M13, N11, N12, N13,M21,M22,M23,M24, N21, N22, N23,

M31,M32,M33,M34, N31, N32, N33,M41,M42,M43,M44, N41, N42, N43,

M52,M53, N51, N52, N53,M62,M63, N61, N62, N63,M71,M72,M73,M74, N71, N72, N73,

M81,M82,M83,M84, N81, N82, N83,M91,M92,M93,M94, N91, N92, N93}T .

3 Dynamic equilibrium equations of discrete models of elements and joints

Let’s remove the equations of dynamic equilibrium of an element. From the attached
concentrated external loads (Qk1,Mk1) and from the cross trapezoidal distributed loads on
the axis of element, in arbitrary cross-section of x′k element, which is expressed through the
sought moments in calculated cross-sections, is solved by the equation (3). If the equations
(2) and (3) will be differentiated three times on x′k, then they will be equated and substituted
to value b′k, respectively, then the primary equation of dynamic equilibrium of element will
be:
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−27

l3k
]Mk1 +

81

l3k
Mk2 −

81

l3k
Mk3 +

27

l3k
Mk4 = −ykAk

g
ε. (10)

Relation between the values of the unknown quantities of bending moments in the
calculated cross-sections and geometric, physical and kinematic characteristics of kth element
of mechanism is found. Thus, the second equation is expressed through relation of the sum
of moments of all the acting forces on k - element to center of gravity of k4 cross-section,
(relatively to fig. 1):

Qk1lk + akqfracl
2
k2 + bkq

l3k
6
+Mk1 −Mk4 = 0, (11)

where Qk1 = − 11
2lk
Mk1+

9
lk
Mk2− 9

2lk
Mk3+

1
lk
Mk4, this equations is easy to get, if the value

x′k = 0 is substituted into the equation (4).
Substituting the values Qk1 and akq, bkq into equation (1), and summing the coefficients

of same name unknowns, and also substituting the known quantities into the right end of the
equation, the second equilibrium equation can be written as:

−9

2
Mk1 + 9Mk2 −

9

2
Mk3 = (γkAk cos θk +

γkAk

g
ω
y′k
k1)

l2k
2
+
γkAk

g
εk
l3k
6
. (12)

From the axial trapezoidal distributed loads acting on the element, as well as from the
force Nk1 of k1 cross-section, in the x′k cross-section of element the axial force is occurred,
which can be solved by equation:

Nk(x
′
k) = Nk1 − aknx

′
k − bkn

(x′k)
2

2
. (13)

On the other hand, the axial force in the x′k cross-section of the element, expressed by
means of axial forces in the calculated cross-section, has the form (5). Differentiating twice
on x′k the equation (10 and 5), respectively, equating them and substituting the value bkn,
the third equation of equilibrium can be expressed as:

4

l2k
Nk1 −

8

l2k
Nk2 +

4

l2k
Nk3 = −γkAk

g
ω2
k. (14)

Projecting all forces acting on the kth element on the x′k axis and substituting the values
akn, bkn, the third equation of equilibrium is found. Thus

−Nk1 +Nk3 = (γkAk sin θk +
γkAk

g
ω
x′
k

k1 )lk −
γkAk

g
ω2
k

l2k
2
. (15)

Obtained system of equation, which consists of equations (9), (11), (13) and (21) are
assembled in a matrix form as:
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[Ak]{Sk} = {Fk}, (16)

where

[Ak]


−27

l3k

81
l3k

−81
l3k

27
l3k

0 0 0

−9
2

9 −9
2

0 0 0 0
0 0 0 0 4

l2k
− 8

l2k

4
l2k

0 0 0 0 −1 0 1,



{Sk} = {Mk1,Mk2,Mk3,Mk4, Nk1, Nk2, Nk3}T , (17)

{Fk} = {bkq,−akq
l2k
2
− bkq

l3k
6
,−bkn,−aknlk − bkn

l2k
2
}T . (18)

Let the two elements j and k of mechanism form a rotational kinematic pair, i.e. permit
rotational motion relative to each other. Also let the elements have constant cross-sections
along its length. We cut out a kinematic pair from mechanism with elements’ surrounding
cross-sections, constituting this pair. Then, in the cross-sections of the elements adjacent to
the joint (to the kinematic pair) there are internal loads, as shown in figure 8. There are two
equilibrium conditions for these joints:

Figure 8 – The pin joint of mechanism with constant cross-sections of elements

The equilibrium equation for considered joint can be described as:{
Nk1 cos θk +Qk1 sin θk +Nj3 cos θj +Qj4 sin θj = 0;

Nk1 sin θk −Qk1 cos θk +Nj3 sin θj −Qj4 cos θj = 0.
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Further, the values will be expressed by means of sought moments in the calculated cross-
sections of discrete model of the element, for this purpose we use the equation (4), substituting
here the values x′k = 0 and x′j = l′j, respectively, hence:

Qk1 = − 11

2lk
Mk1 +

9

lk
Mk2 −

9

2lk
Mk3 +

1

lk
Mk4;

Qj4 = − 1

lj
Mj1 +

9

2lj
Mj2 −

9

lj
Mj3 +

11

2lj
Mj4.

(19)

Now, substituting the values Qk1 and Qj4 in the equation (17), the following equilibrium
equations for the joint have an appearance:

−11 sin θk
2lk

Mk1 +
9 sin θk
lk

Mk2 −
9 sin θk
2lk

Mk3 +
sin θk
lk

Mk4 + cos θkNk1−

−sin θj
lj

Mj1 +
9 sin θj
2lj

Mj2 −
9 sin θj
lj

Mj3 +
11 sin θj

2lj
Mj4 + cos θjNj3 = 0;

11 cos θk
2lk

Mk1 +
9 cos θk
lk

Mk2 +
9 cos θk
2lk

Mk3 −
cos θk
lk

Mk4 + sin θkNk1+

+
cos θj
lj

Mj1 −
9 cos θj
2lj

Mj2 +
9 cos θj
lj

Mj3 −
11 cos θj

2lj
Mj4 + sin θjNj3 = 0.

The cross-sections of links can also be rigid joints, the concentrated external loads are
attached here. For example, the concentrated force Pkx

′
k, Pky

′
k and the concentrated moment

Mk are occurred in the G cross-section of kth link (see fig. 9). Then the k-link is divided
into two elements, for kth and ith. If the cross-sections of elements are constant along the
length of the link, then by means of cutting the G-joint out of mechanism, the scheme of
G-joint with adjacent internal loads in cross-sections is displayed below. For this joint it is
possible to write three equilibrium equations that are expressed through sought parameters
of elements.

Figure 9 – Rigid joints of a link with a constant cross-sections of elements, where the external
concentrated forces are applied

4 The matrix of compliance of the element with constant cross-sections under
the distributed cross and axial trapezoidal loads
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The approximation matrices allow defining the physical characteristics of the element,
i.g. the matrix of compliance of discrete element [Dk] [9]. The physical characteristics of the
element can be obtained from the expressions of energy for rods, so as the replacement of
construction by a set of discrete elements based on the equality of the energies of the real
structures and its discrete model. The matrix of compliance of the element is defined by
equation [9]:

[Dk] =

∫
lk

[Hk(x
′
k)]

T [Dkx′
k
][Hk(x

′
k)]dx

′
k. (20)

where [Dk] is a matrix of compliance of link cross-section. For the rods working on bending
and stretching-shrunking the equation (20) is used:

[Dkx′
k
] =

 1
EkIk

0 0

0 µ
GkAk

0

0 0 1
EkAk

.


where 1

EkIk
- bending compliance of the cross-section; µ

GkAk
- displacement compliance

of the cross-section; 1
EkAk

- stretching-shrunking compliance of the cross-section, [Hk(x
′
k)]

is defined by equation (6). Therefore, the overall view of matix of compliance taking into
account the bending, stretching-shrunking and the actions of the distributed cross and axial
trapezoidal loads has an appearance:

[Dk] =



8lk
105EkIk

33lk
560EkIk

− 3lk
140EkIk

19lk
1680EkIk

0 0 0
33lk

560EkIk

27lk
70EkIk

− 27lk
560EkIk

− 3lk
140EkIk

0 0 0

− 3lk
140EkIk

− 27lk
560EkIk

27lk
70EkIk

33lk
560EkIk

0 0 0
19lk

1680EkIk
− 3lk

140EkIk

33lk
560EkIk

8lk
105EkIk

0 0 0

0 0 0 0 2lk
15EkIk

lk
15EkIk

− lk
30EkIk

0 0 0 0 2lk
15EkIk

lk
15EkIk

− lk
30EkIk

0 0 0 0 − lk
30EkIk

lk
15EkIk

2lk
15EkIk

.


5 Resolving equations of determination of internal forces

By combining the equilibrium equations of elements and joints into a single system, the
equilibrium equations of the discrete model of entire mechanism is obtained. They can be
written in general form:

[A]{S} = {F}. (21)

Such systems of equations are sufficient to determine the internal forces in the links of
the mechanism, which frame includes a statically definable group of Assur. The matrix of
equilibrium equations for the discrete model of mechanisms consists of matrices of equilibrium
equations of their individual elements, as well as the equilibrium equations of their joints.
The matrix of dynamic equilibrium equations of discrete models of mechanisms is as follows:
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[A] =


[A1] 0 · · · 0
0 [A2] · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · [An]

Uravn.ravnovesiyauzlov.


For discrete models of mechanisms the vector of force and the vector of loads in calculated

cross-sections are formed by vector of forces and loads in calculated cross-sections of their
separate elements. These vectors have the following vector form, respectively:

{F} = {{F1}, {F2}, · · · , {Fn}}T ; {S} = {{S1}, {S2}, · · · , {Sn}}T . (22)

For determination of internal forces of statically indeterminate mechanisms (in the way of
determination of internal forces), it is necessary to build a compliance matrix for the entire
discrete model of the rod mechanism. The matrix of compliance [D] for the entire discrete
model of the rod mechanism consists of the matrixes of individual elements [Dk] [10]. It is
expressed in block-diagonal form:

[D1] 0 · · · 0
0 [D2] · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · [Dn].


where n is a number of the elements of discrete model of mechanism. A formula below is

used to determine the components of the vector of loads {S}[10]:

{S} = [K][A]T ([A][K][A]T )−1{F}, (23)

[K] = [D]−1 is taken into consideration.

Figure 10 – The diagram of axial distributed inertial forces, originated from link weight of investigated
mechanism

Now, for determination of internal loads in links, we give an example of four-bar second
class statically indeterminate mechanism with single drive link as shown in figure 4. The
computer programs for determination and construction of the inertia forces and internal
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Figure 11 – The diagram of cross distributed inertial forces, originated from link weight of investigated
mechanism

Figure 13 – The diagram of axial forces, originated from distributed inertial forces acting on links of
mechanism with statically indeterminate structure

Figure 14 – The diagram of cross forces, originated from distributed inertial forces acting on links of
mechanism with statically indeterminate structure

loads on the links by means of using the MAPLE18 system are made. Therefore, the results
of obtained inertia forces and internal loads for some positions of the mechanism are shown
in figures 10-13.

Conclusion

The technique of analytical determination of internal forces in links of planar mechanisms
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and manipulators with statically indeterminate structures taking into account the distributed
dynamical loads, a dead weight and the operating external loads is designed. The programs
in the MAPLE18 system are made on the given algorithm and animations of the motion
of mechanisms with construction on links the intensity of the distributed cross and axial
inertial loads, the bending moments, the cross and axial forces, depending on kinematic
characteristics of links are obtained. The developed technique can be applied in the study of
stress-strain state of the projected and existing mobile and fixed beam systems with statically
definable structures (planar link mechanisms, manipulators, frames, etc.).
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Распределенные алгоритмы и их верификация с помощью
Byzantine model checker

Каждый алгоритм системы является главным узлом для построения надежных распреде-
ленных систем. Для того, чтобы быть уверенным в том, что эти алгоритмы делают систему
более надежной, мы должны гарантировать, что предлагаемые алгоритмы работают пра-
вильно. Однако, проверка на модели внедренной отказоустойчивости распределенных алго-
ритмов [1] в действительности возможно использовать только для очень маленьких систем,
чтобы в конечном итоге иметь возможность автоматически проверять отказоустойчивость
распределенных алгоритмов на больших системах. В этой статье мы рассмотрим модели-
рование и проверку алгоритма "Parsing"методом Broadcast вещания [2] с помощью Spin и
ByMC (Byzantine Model Checker [3]). Предлагаемые свойства обеспечивают безопасность и
живучесть на LTL (Linear-temporal logic).
Ключевые слова: распределенные алгоритмы, параллельная программа, ByMC, Model
Checking, верификация.

Bektemessov A.T., Burlibaev A.Zh., Iliyaletdinov F.A.
Distributed algorithms and their verification with Byzantine model checker

Every system algorithms are the main nodes for the construction of reliable distributed systems.
To ensure that these algorithms make the system more reliable, we have to ensure that the
proposed algorithms are working properly. However, check the model implemented fault tolerance
of distributed algorithms [1] in real can be used for very small systems only. To finally, be able
to automatically check the fault-tolerant distributed algorithms on large systems. Since they are
aimed at improving the reliability of computer systems, it is important that these algorithms are
correct and fully satisfy their requirements. Due to different sources of non-determinism is easy to
fail in the arguments of the correctness of distributed algorithms on the level of temporality.
Therefore, they are unreliable material for model checking. Nevertheless, the model checking
method for distributed fault-tolerant algorithm is extremely difficult work. In this article we will
discuss the modeling and verification of algorithm Broadcast "Parsing"by broadcasting [2] with
Spin and ByMC (Byzantine Model Checker [3]). The proposed properties are safety and liveness
in the LTL(Linear-temporal logic).
Key words: Distributed algorithms, Parallel program, ByMC, Model Checking, Verification.
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Бектемесов А.Т., Бурлибаев А.Ж., Илялетдинов Ф.А.
Үлестiрiлген алгоритмдер және оларды Byzantine моделдi тексерiс арқылы

верификациялау

Жүйенiң әрбiр алгоритмдерi сенiмдi үлестiрiлген жүйелердi құруда негiзгi түйiндерi болып
табылады. Бұл алгоритмдер жүйенiң сенiмдi болуына кепiлдiк беру үшiн, бiз осы алго-
ритмдер дұрыс жұмыс жасауына кепiлдiк беруiмiз қажет. Алайда, бекемдiкпен негiзделген
үлестiрiлген алгоритмдерге моделдi тексерiс орындау тек кiшiгiрiм жүйелер үшiн ғана болуы
мәлiм [1]. Соңғы нәтижесiнде, үлкен жүйедегi бекемделген үлестiрiлген алгоритмдердi авто-
матты түрде тексеру қажет. Бұл есептеу жүйелерiнiң сенiмдiлiгiн арттыруға бағытталған-
дықтан ол алгоритмдер талаптарына сай дұрыс жұмысын жасауы өте маңызды. Әр түрлi
детерминисттiк емес түйiндерi үшiн темпоралды деңгейде үлестiрiлген алгоритмдердiң кор-
ректiлiк аргументiнде қате кету өте оңай болмақ. Сондықтан олар модель тексеруге сенiмдi
материалдар бола алмайды. Алайда, үлестiрiлген алгоритмдердiң сенiмдiлiгiне модельдi тек-
серу әдiсi өте қиын.
Бұл мақалада, Spin және ByMC (Byzantine Model Checker [3]) көмегiмен "Parsing"алгоритмiн
Broadcast хабар таратушы [2] әдiсiмен моделдеп тексеруiн қарастырамыз. Ұсынылатын
LTL(Linear-temporal logic) қасиеттер қауiпсiздiк және өмiрсүргiштiк.
Түйiн сөздер: үлестiрiлген алгоритмдер, паралелльдi программа, ByMC, модельдi тексерiс,
верификация.

Введение

Применение распределенных вычислений является способом решения трудоемких
вычислительных задач с использованием нескольких компьютеров, объединенных в па-
раллельную вычислительную систему. Распределенные вычисления применимы также
в распределенных системах управления таких как Hadoop, MapReduce и MPJ [4]. По-
следовательные вычисления в распределенных системах выполняются с учетом одно-
временного решения многих задач. Особенностью распределенных многопроцессорных
вычислительных систем является возможность неограниченного наращивания произво-
дительности за счет масштабирования, но исключение составляют локальные суперком-
пьютеры. Для гарантированной работы между несколькими компьютерами репликация
представляет собой классический подход, это значит, что компьютерная система явля-
ется отказоустойчивой, то есть по-прежнему правильно выполняет свою задачу, даже
если некоторые компоненты справляются не в полной мере. Основная идея репликации
состоит в подтверждении дублирующихся компьютерных координат при работе несколь-
ких компьютеров. Например, в случае репликации баз данных, происходит согласование
на хранение одинаковой информации. При анализе параллельных процессов исключено
делать предположений об относительных скоростях выполнения процессов или страте-
гии планировщика процессов. Большинство ошибок в параллельных программах – из-за
непредвиденных перекрытий операций параллельных процессов.

byte state = 1;
proctype A() {byte tmp; (state==1) -> tmp = state; tmp = tmp+1; state = tmp}
proctype B() {byte tmp; (state==1) -> tmp = state; tmp = tmp -1; state = tmp}
init { run A(); run B() }

Если какой-нибудь процесс завершится до того, как другой процесс выполнит проверку
state==1, то «запоздавший» процесс будет навсегда блокирован. Если проверка усло-
вия выполнится процессами до того, как другой процесс завершится, то оба процесса
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завершатся, но значение переменной state будет непредсказуемым – она может принять
любое значение: 0, 1 или 2. Более подробно исследовано в работе [5].

1 Постановка задачи

Согласование всех компьютеров на хранение одной и той же информации является
нетривиальным из-за нескольких источников недетерминированности, что приведет к
неопределенным задержкам сообщений и асинхронным шагам вычислений. Однако ре-
шение таких проблем как отказоустойчивость состояния репликации машин было рас-
смотрено ранее [6]. Так как они направлены на улучшение надежности вычислительных
систем, очень важно, чтобы эти алгоритмы являлись правильными и полностью удовле-
творяли их требованиям. Из-за различных источников недетерминированности легко
потерпеть неудачу в аргументах корректности распределенных алгоритмов на уровне
темпоральности. Как следствие они являются ненадежным материалом для проверки
модели. Тем не менее, метод проверки на модели отказоустойчивых распределенных ал-
горитмов является чрезвычайно сложной работой [7], при этом возникают следующие
проблемы:

• Параллелизм и выбор недетерминированности. Отказоустойчивые распределенные
алгоритмы страдают от комбинаторного взрыва в пространстве состояний, а также от
количества поведений.

• Корректность и решаемость проблем, в частности, степень параллелизма, задерж-
ки сообщений, а также сбой модели. Например, невозможно гарантировать правильное
выполнение, если нет ограничений на количество неисправных компонентов в системе.

• Нет общей согласованной распределенной вычислительной модели, но существует
довольно много вариантов, которые различаются тонкими деталями, такими как ато-
марность вычислительного шага.

• Распределенные алгоритмы обычно описываются псевдокодом, как правило, с ис-
пользованием различных языковых псевдокодов, которые запутывают отношение фор-
мальных методов к псевдокодам, которые описывают достижение к основной цели мо-
дели.

2 Метод решения

2.1 Модельная проверка на безопасность

При разработке ПО необходимы свои разделы прикладной математики – это фор-
мальные методы, на которых основывается верификация. Используя разделы и методы,
в конечном итоге мы должны гарантировать правильность поведения созданных нами
систем. Требования к поведению систем для полной верификации необходимы для со-
здания формальной спецификации системы. Одним из подходов к решению проблемы
автоматизации отладки и проверки правильности программ является Model Checking.
Для заданной анализируемой программы строится ее абстрактная формальная модель.
Проверяемое свойство или требование выражается на формальном математическом язы-
ке в виде логической формулы:

M |= ϕ (1)

где некоторая булева формула удовлетворяет модели M. Рассмотрим множество ато-
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марных высказываний AP. Пространство состояний моделируемой программы или про-
граммного комплекса можно формализовать, как модель Крипке (структуру Крипке).
Моделью Крипке M над множеством атомарных высказываний AP называют четверку
(S, S0, R, L), где:

S - конечное множество состояний;
S0 ∈ S - множество начальных состояний;
R ∈ S×S - отношение переходов, которые обязаны быть тотальным, т.е. для каждого

состояния s ∈ S должно существовать такое состояние s′ ∈ S, что имеет место R(s, s′);
L : S → 2AP - функция, которая помечает каждое состояние множеством атомарных

высказываний, истинных в этом состоянии.
Путь в модели M из состояния s - это бесконечная последовательность состояний

π = s0s1..., такая, что s0 = s и для всех i ≥ 0 выполняется R(si, s(i+1)).
Моделируемый программный модуль на каждом состоянии выявляются множеством

значений переменных V = v0, v1, ..., принимающих значения на конечном множестве D
и определяющих отдельные компоненты и выполнение взаимодействие между ними.
Множество AP состоит из vi = di, где di =∈ D. Таким образом, что каждое состояние s
в M представляет V → D.

Отношение R определяется следующим образом. Пусть имеются два состояния, s1
и s2. Если в s1 имеется компонент, который может выполнить атомарный переход, в
результате выполнения которого система будет находиться в состоянии s2, тогда со-
стояния s1 и s2 связаны отношением перехода: (s1, s2) ∈ R. В случае, если нет такого
состояния s2, для которого бы выполнялось R(s1, s2), полагается R(s1, s1), т.е. "тупи-
ковое"состояние, связанное отношением перехода в рекурсиях [8]. Проверка живучести
двух процессов в критических интервалах @crit1 и @crit2:

AG(@crit1 ∧@crit2) (2)

Таким образом, верификация программы сводится к проверке выполнимости фор-
мализованного требования спецификации на абстрактной модели программ.

2.2 Обеспечение безопасности распределенных вычислений или алгоритм
византийского соглашения

В вычислительной технологии эксперимент призван показать проблему синхрониза-
ции состояния систем в случае, когда коммуникации являются надежными, а процессы
могут быть дефектными и ненадежными. Часть процессов, включая главный процесс,
могут быть противниками. Нужно построить единую стратегию действий, которая бу-
дет выигрышной для не дефектных процессов. Алгоритм решения можно представить
следующим образом:

Шаг 1: Каждый из процессов посылает остальным сообщение, где указывает зна-
чение состояния. Дефектные процессы могут указать различные значения в разных
сообщениях, а правильные указывают верные значения. Процесс p1 указал p′1, процесс
p2 - p′2, процесс p3 который является дефектным, соответственно указал трем остальным
процессам неверные значения x, y, z, процесс p4 - p′4.

Шаг 2: Каждый из процессов вычисляет свой вектор из полученной информации.
Получается: vect1(p1, p2, x, p4), vect2(p1, p2, y, p4), vect3(p1, p2, p3, p4), vect4(p1, p2, z, p4).
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Шаг 3: Процессы посылают свои вектора другим процессам. Процесс p3 вновь посы-
лает произвольные значения (Таблица 1).

Шаг 4: Каждый из процессов проверяет каждый элемент в полученных векторах. В
том случае, если одно значение совпадает как минимум в двух векторах, оно помещается
в результирующий вектор, в противном случае, соответствующий элемент помечается
как «неисправен». В итоге все процессы получат один вектор (p′1, p

′
2, неисправен , p′4).

Следовательно, согласие на решения задач достигнуто. Для n=3 и m=1 согласие не до-
стигнуто.

Таблица 1 – Результаты векторов от всех процессов

p1 p2 p3 p4

(p′1, p
′
2, y, p

′
4) (p′1, p

′
2, x, p

′
4) (p′1, p

′
2, x, p

′
4) (p′1, p

′
2, x, p

′
4)

(a, b, c, d) (e, f, g, h) (p′1, p
′
2, y, p

′
4) (p′1, p

′
2, y, p

′
4)

(p′1, p
′
2, z, p

′
4) (p′1, p

′
2, z, p

′
4) (p′1, p

′
2, z, p

′
4) (i, j, k, l)

Исходя из примера, мы понимаем, что алгоритм византийского соглашения позволя-
ет нам произвести модельную проверку распределенных алгоритмов среди неисправных
процессов [9].

3 Алгоритм Parsing

Рассмотрим распределенную работу алгоритма Parsing. Этот алгоритм предназначен
для обработки больших данных. Работа с большими данными требует достаточно много
ресурсов. Рассматриваемый алгоритм является очень простым, но распределение при
параллелизме требует тщательного анализа для выявления тонких ошибок. Допустим,
обработка на Hadoop 209k pdf текста для 16 узлов системы займет около 26 часов [10].
Но, к сожалению, неполадки внутри алгоритма вернут все труды назад.

Пошаговое выполнение алгоритма Parsing можно проиллюстрировать семью шагами:
1. Программа обработки находит первое предложение и переходит в пункт 2.
2. Зафиксирует предложение. Берет первое слово и переходит в пункт 3.
3. Сохраняет полученное слово.
4. Считает все вхождения этого слова в тексте.
5. Если предложение не закончено, добавляет к слову следующее слово и переходит

в пункт 4. Если предложение закончилось, переходит в пункт 6
6. Если слово, с которого начиналось словосочетание, не последнее в предложении,

то зафиксирует следующее слово в этом предложении и переходит в пункт 3. Если слово
последнее, то переходит в пункт 7.

7. Если текст не закончился, переходит на следующее предложение и дальше в пункт
2.

На первый взгляд алгоритм очень простой, конечно, если учитывать саму разра-
ботку, то прилагается не малый труд. Есть некоторые подводные камни, например, в
ходе тестирования и анализа алгоритма Parsing разработчики выявили, что не всегда
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бывают идеально написанные статьи в файле формата pdf. Дублированные и лишние
ключевые символы приведут программу к сбою или внесут некорректную информацию
в базу.

3.1 Проверка алгоритма Parsing через Spin

Для алгоритма Parsing была создана модель на языке Promela (Process Meta Language),
что можно сформировать и на ByMC:

active [N] proctype p(){
if :: BUF == 0 -> BUF = 1 - BUF; pro1=true;

Конечно же, запускаем исключительный подбор всех состояний процессов:

do ::(i < num) -> j=0;
do ::(j< num) ->

if ::(filenm[i] != Chfilenm[j]) -> Chfilenm[j] = filenm[i];
goto q1;

:: else -> skip;
fi; j++;

::else -> break;
od;
:: else -> break;

q1:i++;
od;
BUF = 1 - BUF; pro2=false;

где filenm[] - модель обрабатываемых файлов, Chfilenm[] - буфер проверки файлов
на дублирование. Цифры использованы вместо файлов и текстов в качестве моделей.
Подобраны несколько LTL спецификаций на корректность. Требования оказались по-
ложительным для следующих формул безопасности на Spin:

FG(pr1 AND pr2) (3)

GF (pr1 AND pr2) (4)

где pr1(pro1 == true) и pr2(pro2 == true)
Выявлена ошибка взаимного исключения - дедлок(Рисунок 1).
Проблема заключалась в атомарности оператора BUF = 1 - BUF. Так как, опера-

тор верхнего порога делится без атомарности на несколько операций, вычислительная
машина сотни миллисекундах не разбирает привилегии в простых арифметических опе-
рациях. То есть, если в процессе p0 обрабатывается операция присвоения BUF = 1, чтобы
вычесть 1 - BUF. И в этих миллисекундах процесс с номером p1 может выполнить про-
верку для входа в критический интервал, и он входит, потому что значение BUF еще
не успело поменяться на 1, а p0 еще не вышел из критического интервала. Если алго-
ритм требует улучшения по времени и обработки больших данных, можно предугадать
ошибки параллельно-модернизированного алгоритма.
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Рисунок 1 –Верификация параллельного алгоритма "Parsing"в системе Spin

Параллельные программы могут годами сохранять ошибки, проявляющиеся после
долгой эксплуатации как реакция на возникшую специфическую комбинацию много-
численных факторов, в частности, непредсказуемых скоростей выполнения отдельных
процессов в параллельных программах.

При параллельном программировании обычно имеем дело с такой концепцией как
рандеву, но серьезной проблемой при разработке адекватного кода бывает координация
доступа к данным, совместно используемым в нескольких потоках управления. Ито-
гами попыток обеспечения для этого взаимного исключения при слишком слабой или
слишком высокой синхронизации являются конфликты при доступе к данным, тупик
синхронизации (deadlock) и невысокая масштабируемость.

Полученный результат показывает, что требования (3,4) нарушились, и система оста-
новила дальнейшую проверку на состоянии 327. Автомат бесконечных выполнений об-
наружил изменения направления на замке never claim. И тем самым предоставил контр-
пример траектории нарушения.

Однако, надо учитывать, что проверялись только некоторые спецификации требо-
ваний по свойству алгоритма. Проблема автоматизации применения требований еще не
решилась сфере верификации параллельных и распределенных систем. Поэтому, утвер-
ждаем, что верификация проводилась не в полной мере. С другой стороны, в количестве
9 процессов, система вышла с аварийным предупреждением: out of memory, что является
результатом комбинаторного взрыва.

3.2 Проверка алгоритма Parsing через ByMC.

ByMC включает в себе алгоритм Византийского соглашения и совокупность раз-
личных методов верификации, таких как, модифицированный Spin с входным языком
Promela и Yices, который, контролирует параметризацию абстракции модели и выполне-
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Рисунок 2 –Верификация параллельного алгоритма "Parsing"в системе ByMC

ния контрпримера с входной формулой SMT. Для автоматизации абстрагирования мо-
дели выполняется компонент технологии CEGAR[11]. ByMC считается единой системой
с несколькими верификаторами для полной верификации распределенных алгоритмов.

Рассмотрим модельную проверку алгоритма Parsing на верификаторе ByMC. По-
скольку установка и обучение системе требует отдельного труда, мы решили показать
только результаты, полученные при верификации ByMC. Реализация и внедрение ал-
горитма Parsing на данной нетривиальной системе привела алгоритм к изменению. В
алгоритм внедрялись: пороговая граница для процессоров, система отслеживания ис-
кусственного контрпримера и т.п. Поскольку, распределенные алгоритмы требует вы-
сокого контроля в плане абстракции, модель уменьшилась до пороговой границы. Ге-
нерация осуществилась в ходе верификации через Yices. Были внесены дополнитель-
ные параметры N ;T ;F , которые реализуют тестирование отказоустойчивости данно-
го алгоритма, где N - лояльные процессоры, T - пороговая граница, F - дефектные
процессы. Для этих параметров существует предкомпиляционная область определение
assume(N > 3 ∗ T AND T >= 1 AND 0 <= F AND F <= T ).

Утверждение ∃i rcvdi < nsnt описывает глобальное состояние, в котором сообщения
еще находятся в пути. Отсюда следует, что формула ϕ определяется как

GF (rcvdi < nsnt) (5)

где, rcvdi - принятые локальные переменные, nsnt - общие переменные для каждого
процессора. По результатам верификации алгоритма Parsing на ByMC (Рисунок 2), вы-
явлены одни и те же результаты, что и при верификации в Spin. Однако, если учитывать
в плане автоматизации абстрагирование и недетерминированный подбор требований на
несколько тысяч вариантов (что составляет в сумме 5936 [12]), система ByMC превос-
ходит по качеству и количеству проверяемых процессов на аппаратном и программном
уровне. В Spin количество процессов было ограничено до 9, на ByMC количество про-
цессов динамически менялось и было доведено до 16.
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Заключение

Было проведено сравнительное исследование верификации параллельного алгорит-
ма Parsing на верификаторе Spin и модернизированного варианта Spin - ByMC. ByMC
показал лучшие результаты в плане верификации больших систем и по количеству про-
веряемых процессов на распределенном алгоритме Parsing. Работа выполнена при под-
держке грантового финансирования научно-технических программ и проектов Комите-
том науки МОН РК, грант № 5033/ГФ4∗
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Роль информационной безопасности в развитии ИТ-инфраструктуры и
повышении конкурентоспособности университета

В настоящее время сфера образования развивается необычайно динамично, приобретая
новые черты, трансформируются ее функциональные, структурные, организационные,
идеологические, ценностные характеристики. Кардинальные преобразования происходят
в высшей школе. Все это порождает проблему поиска новых источников повышения
конкурентоспособности вуза.
Статья посвящена роли информационной безопасности (ИБ) в повышении конкурентоспо-
собности вузов. Уровень ИБ, наряду с основными показателями эффективности работы
университетов, такими как: качество образовательного процесса, подготовка будущих
специалистов-выпускников, количество и качество научных исследований, высококвалифи-
цированный профессорско-преподавательский состав, является важным показателем, так
как качество обеспечения информационной безопасности в вузе непосредственно влияет на
репутацию и соответственно на его конкурентоспособность. На сегодняшний день в учрежде-
ниях высшего образования отсутствует формализованные процедуры, действия или меры
по защите ИТ-инфраструктуры, нет управляющей модели обеспечения информационной
безопасности.
В данной работе проведен анализ основных угроз безопасности информационных систем
(ИС) вузов, на основании его результатов предлагается управляющая модель, которая может
быть использована в качестве основы при создании собственной системы информационной
безопасности университетов. Использование такой модели позволит эффективно преду-
преждать и заранее выявлять угрозы информационной безопасности ИТ-инфраструктуры
и обеспечит надлежащий уровень информационной безопасности, одного из показателей
конкурентоспособности организации.
Ключевые слова: модель обеспечения информационной безопасности, ИТ-
инфраструктура, корпоративная информационная система, вуз, информационная без-
опасность.

Dussekeyev R.M., Mutanov G.M., Mamykova Zh.D.
The role of information security in the development of IT

infrastructure and increasing the competitiveness of the university

Currently the education sector is developing extremely rapidly, acquiring new features, it’s
functional, structural, organizational, ideological and value characteristics are transformed. The
dramatic transformation is taking place in higher education. All this creates the problem of finding
new sources of increasing the competitiveness of the university. The article is devoted to the role
of information security to increase the competitiveness of universities. The level of information
security, together with key performance indicators of the work of universities, such as: the quality
of the educational process, training of future specialists-graduates, the number and quality of
scientific research, highly qualified teaching staff, is an important indicator, since the quality of
information security at the university directly affects the reputation and thus its competitiveness.
Nowadays, the higher education institutions have not formalized procedures, actions, or measures
for the protection of IT infrastructure, there is no a management model of information security.This
paper analyzes the main threats to the security of information systems (IS) of higher education
institutions, based on the results the management model that can be used as a basis for creating
own information security system of universities is proposed.
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Using this model will effectively prevent and proactively identify threats to information security
of IT infrastructure and ensure an appropriate level of information security, one of the indicators
of competitiveness of the organization.
Key words: model of information security provision, IT infrastructure, corporate information
system, university, information security.

Дусекеев Р.М., Мұтанов Ғ.М., Мамыкова Ж.Д.
Университеттiң IT-инфрақұрылымын дамыту мен бәсекеге қабiлеттiлiгiн

арттыруында ақпараттық қауiпсiздiгiнiң рөлi

Қазiргi уақытта бiлiм беру секторы жаңа сипаттарды алып, өте тез дамып келедi, оның
функционалдық, құрылымдық, ұйымдастырушылық, идеологиялық және құндылықты си-
паттамалары өзгерiп келедi. Жоғары бiлiм мектебiнде өте маңызды трансформациялар бо-
лып жатыр. Осының барлығы университеттiң бәсекеге қабiлеттiлiгiн арттыру үшiн жаңа
көздерiн табу мәселесiн тудырады.Мақала жоғары оқу орындарының бәсекеге қабiлеттiлiгiн
арттыру үшiн ақпараттық қауiпсiздiктiң (АҚ) рөлiне арналған. АҚ деңгейi, университеттер-
дiң жұмысының тиiмдiлiгiнiң негiзгi көрсеткiштерi: бiлiм беру үдерiсiнiң сапасы, болашақ
мамандар-түлектерiнiң дайындығы, ғылыми зерттеулердiң саны мен сапасы, жоғары бiлiк-
тi профессор-оқытушылар құрамымен бiрге маңызды көрсеткiш болып табылады, өйткенi
жоғары оқу орында ақпараттық қауiпсiздiктi қамтамасыз ету сапасы, оның беделiне және,
осылайша, бәсекеге қабiлеттiлiгiне тiкелей әсер етедi. Бүгiнгi күнi, жоғары оқу орындарын-
да АТ-инфрақұрылымды қорғау үшiн нысандандырылған рәсiмдер, iс-әрекеттер немесе ша-
ралар және ақпараттық қауiпсiздiктi басқару моделi жоқ. Бұл еңбекте жоғары оқу орын-
дарының ақпараттық жүйелердiң (АЖ) қауiпсiздiгi үшiн негiзгi қауiп-қатерлерiне талдау
жасалған, оның нәтижелерi негiзiнде жоғары оқу орындарының өз ақпараттық қауiпсiздiк
жүйесiн құру үшiн негiз ретiнде пайдалануға болатын басқару моделi ұсынылады. Осы мо-
дельдi пайдалануы АТ-инфрақұрылымының ақпараттық қауiпсiздiгi үшiн қатерлерiн тиiмдi
алдын алуға және алдын-ала анықтауға мүмкiндiк бередi және ұйымның бәсекеге қабiлет-
тiлiгiн көрсеткiштерiнiң бiрi, ақпараттық қауiпсiздiктiң тиiстi деңгейiн қамтамасыз етедi.
Түйiн сөздер: ақпараттық қауiпсiздiктi қамтамасыз ету моделi, АТ-инфрақұрылым, корпо-
ративтiк ақпараттық жүйесi, ЖОО, ақпараттық қауiпсiздiк.

1 Введение

Вуз обладает рядом особенностей, связанных с многопрофильным характером деятель-
ности, множеством форм и методов учебной работы, наличием развитой структуры
вспомогательных подразделений и служб, отсутствием общепринятой формализации
деловых процессов, необходимостью электронного взаимодействия с вышестоящими ор-
ганизациями, частым изменением статуса сотрудников и обучаемых, многообразием ис-
точников финансирования, пространственной распределенностью инфраструктуры [1].
Мы видим, что вуз – это самостоятельная организация, которая оказывает образова-
тельные услуги с целью подготовки высококвалифицированных и востребованных кад-
ров для экономики страны. В этой связи для вуза является важным наличие такого
качества, как конкурентоспособность, чтобы быть привлекательным и интересным для
научных деятелей и будущих студентов. Важными показателями конкурентоспособно-
сти университета являются качество образовательного процесса, подготовка будущих
специалистов-выпускников, количество и качество научных исследований, высококва-
лифицированный профессорско-преподавательский состав, инфраструктура [2]. В связи
с отсутствием формализации бизнес-процессов менее заметным остается такой показа-
тель, как уровень информационной безопасности высшего образовательного учрежде-
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ния. Тем не менее, данный показатель является особенно важным, так как качество обес-
печения информационной безопасности в вузе непосредственно влияет на репутацию и
соответственно на его конкурентоспособность. В университете, как часть непрерывного
процесса оказания образовательных услуг, хранится и обрабатывается огромное количе-
ство различных данных, связанных не только с обеспечением учебного процесса, но и с
научно-исследовательскими и проектно-конструкторскими разработками, персональные
данные студентов и сотрудников, служебная, коммерческая и иная конфиденциальная
информация. Мы видим, что университет обладает большим количеством информации,
использование и обеспечение безопасности которой регламентируется действующими
законодательными актами. Таким образом, обеспечение надлежащего уровня информа-
ционной безопасности университета в связи с положениями Закона РК от 21 мая 2013
года № 94-V "О персональных данных и их защите" , Закона РК от 27 июля 2007 года
№ 319-III "Об образовании" и Закона РК от 24 ноября 2015 года № 418-V "Об инфор-
матизации" также становится актуальной задачей.

На основании выше изложенного мы пришли к выводу, что для университета необ-
ходимо сформировать бизнес-процесс обеспечения информационной безопасности по-
средством разработки нормативно-регламентирующих документов и контролирующих
мер.

2 Текущее состояние ИТ-инфраструктуры вуза и базовая модель обеспече-
ния информационной безопасности

Для построения базовой модели обеспечения информационной безопасности необходи-
мо определить компоненты ИТ-инфраструктуры вуза и выделить среди них объекты
информационной безопасности, определить угрозы, а также определить основные про-
блемы, препятствующие реализации данной базовой модели.

Мы видим, что компонентами ИТ-инфраструктуры практически любого высшего
учебного заведения являются определённое аппаратное и программное обеспечение [3].

К аппаратному обеспечению относится:
Сетевая инфраструктура – состоит из системно-коммуникационных узлов се-

ти; структурированной кабельной системы; активного сетевого оборудования; IP-
телефонии; локального IP-телевидения; системы управления, контроля и мониторинга
безопасности сети.

Серверная инфраструктура – включает в себя: сервера; системы хранения данных;
вычислительные системы научных расчетов; системы резервного копирования и восста-
новления; средства виртуализации; системы администрирования вычислительных си-
стемных ресурсов и сервисов; систему гарантированного электропитания; систему кон-
троля и мониторинга окружающей среды; систему пожаротушения.

Мультимедийное технико-технологическое обеспечение – это парк компьютерной
техники и оргтехники; интерактивное мультимедийное оборудование; система видео-
конференцсвязи; аппаратные средства мобильного обучения; система аудио-видео со-
провождения; учебное программное обеспечение.

К программному обеспечению относится:
Корпоративная информационная система управления вузом (КИС) – представляет

собой комплекс программ, направленных на автоматизацию и управление различными
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бизнес-процессами вуза, базирующихся на процессном подходе, что позволяет системно
развивать каждое направление деятельности вуза и организовывать работы по созданию
и сопровождению программных разработок работниками информационных подразделе-
ний вуза.

Корпоративная информационная система управления вузом содержит следующие
категории информации, подлежащие защите:

1) информация, содержащая персональные данные работников, обучающихся вуза.
2) информация, содержащая коммерческую тайну.
3) информация, предназначенная для конкретных лиц, либо группы лиц, с ограни-

ченным доступом.
Как видно из описания компонентов ИТ-инфраструктуры, каждый из них представ-

ляет собой объект информационной безопасности. Следовательно, нужно по каждому
объекту определить угрозы, процедуру организации и систему мер по обеспечению ин-
формационной безопасности.

Первоисточниками угроз информационной безопасности являются интернет и интра-
нет среды. В соответствии с рисунком 1 мы видим категории угроз со стороны интернет
и интранет.

К основным угрозам, исходящим из обозначенных на рисунке 1 источников, можно
отнести следующие:

– внедрение вирусов и других разрушающих программных воздействий;
– нарушение целостности исполняемых файлов;
– использование ошибок кода и конфигурации программного обеспечения (ПО), ак-

тивного сетевого оборудования;
– анализ и модификация ПО;
– наблюдение за работой системы путем использования программных средств ана-

лиза сетевого трафика и утилит операционных систем (ОС), позволяющих получать
информацию о системе и о состоянии сетевых соединений;

– использование уязвимостей ПО для взлома программной защиты с целью полу-
чения несанкционированного доступа к информационным ресурсам или нарушения их
доступности;

– выполнение одним пользователем несанкционированных действий от имени друго-
го пользователя;

– раскрытие, перехват и хищение секретных кодов и паролей;
– чтение остаточной информации в оперативной памяти (ОП) компьютеров и на

внешних носителях;
– загрузка и установка в системе не лицензионного, непроверенного системного и

прикладного ПО;
– блокирование работы пользователей системы программными средствами;
– перехват информации на линиях связи путем использования различных видов ана-

лизаторов сетевого трафика;
– замена, вставка, удаление или изменение данных пользователей в информационном

потоке;
– перехват информации (например, пользовательских паролей), передаваемой по ка-

налам связи, с целью ее последующего использования для обхода средств сетевой аутен-
тификации;
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– статистический анализ сетевого трафика (например, наличие или отсутствие опре-
деленной информации, частота передачи, направление, типы данных и т.п.);

– размещение конфиденциальной/провокационной информации в сети Интернет;
– атаки типа "отказ в обслуживании" (DoS) т. е. атаки на вычислительную систему с

целью довести её до отказа, создание таких условий, при которых добросовестные поль-
зователи системы не могут получить доступ к предоставляемым системным ресурсам
(серверам), либо этот доступ затруднён;

– кража важных данных с помощью карманных носителей информации (flash-
накопителей, внешних жестких дисков и т. д.);

– фишинг, т. е. интернет мошенничество с использованием социальной инженерии
для получения доступа к конфиденциальной информации пользователей – логинам и
паролям;

– низкая квалификация ИТ-специалистов, администраторов и разработчиков про-
граммного и технического обеспечения;

Рисунок 1 – Схема возможных угроз ИБ для вуза

Из анализа угроз информационной безопасности можно сделать вывод, что в ву-
зе присутствует ряд проблем, препятствующих реализации процедуры организации и
системы мер по обеспечению информационной безопасности:

1) отсутствие или недостаток специалистов ИБ в вузе;
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2) дороговизна средств мониторинга и диагностики сетевого, серверного и программ-
ного обеспечения;

3) отсутствие общепринятой формализации деловых процессов, в том числе процес-
сов по обеспечению информационной безопасности;

4) реагирование по факту произошедшего инцидента информационной безопасности
и отсутствие упреждающих действий по предотвращению угроз.

Определив объекты, угрозы, а также проблемы информационной безопасности, как
практическую часть реализации базовой модели информационной безопасности, необ-
ходимо использовать основной набор защитных инструментов, среди них:

Средства авторизации – предоставление определённому лицу или группе лиц прав на
выполнение определённых действий; а также процесс проверки (подтверждения) дан-
ных прав при попытке выполнения этих действий. Часто можно услышать выражение,
что какой-то человек "авторизован"для выполнения данной операции – это значит, что
он имеет на неё право.

Журналирование – процесс записи информации о происходящих с каким-то объек-
том (или в рамках какого-то процесса) событиях в журнал / лог-файл (например, в
файл).

Антивирусные средства – специализированная программа для обнаружения компью-
терных вирусов, а также нежелательных (считающихся вредоносными) программ вооб-
ще и восстановления заражённых (модифицированных) такими программами файлов,
а также для профилактики – предотвращения заражения (модификации) файлов или
операционной системы вредоносным кодом.

Межсетевые экраны – программный или программно-аппаратный элемент компью-
терной сети, осуществляющий контроль и фильтрацию проходящего через него сетевого
трафика в соответствии с заданными правилами.

Системы резервного копирования – процесс создания копии данных на носителе,
предназначенном для восстановления данных в оригинальном или новом месте их рас-
положения в случае их повреждения или разрушения.

Системы бесперебойного питания – вторичный источник электропитания, предна-
значенный для электропитания при кратковременном отключении основного источника
электропитания, а также для защиты от существующих помех в сети с сохранением
допустимых параметров для сети основного источника.

Системы аутентификации – средство защиты, устанавливающее подлинность лица,
получающего доступ к автоматизированной системе, путем сопоставления сообщенного
им идентификатора и предъявленного подтверждающего фактора.

Средства контроля доступа в помещения – совокупность программно-аппаратных
технических средств безопасности, имеющих целью ограничение и регистрацию входа-
выхода объектов (людей, транспорта) на заданной территории через "точки прохода":
двери, ворота, КПП.

3 Управляющая модель обеспечения информационной безопасности

Для обеспечения более высокого и качественного уровня защиты объектов ИТ-
инфраструктуры от вышеуказанных угроз образовательная организация должна уметь
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руководствоваться существующими законодательными документами об информацион-
ной безопасности, а также обладать исчерпывающими организационными положениями
касательно процедур обеспечения информационной безопасности. Нормативные регла-
ментирующие документы должны содержать конкретные программно-технические ре-
шения общие для всех образовательных учреждений с учетом их особенностей в защите
информации.

На сегодняшний день в учреждениях высшего образования отсутствует формализо-
ванные процедуры, действия или меры по защите ИТ-инфраструктуры. Таким образом
университеты не обладают формализованной управляющей моделью обеспечения ин-
формационной безопасности.

В связи с вышеизложенным мы видим необходимость создания управляющей модели
обеспечения информационной безопасности, которая будет состоять из вышеописанной
базовой модели и дополнительных мер, и процедур, описанных ниже:

Шаг 1. Определение объектов информационной безопасности.
1.1 Определение объектов защиты ИТ-инфраструктуры - анализ и выявление ценных

информационных объектов, например, конфиденциальные данные организации, сервер-
ные, сетевые и информационные ресурсы и т.д. Эти объекты защиты будут использова-
ны для определения угроз, которые могут нанести ущерб данным объектам.

1.2 Определение угроз информационной безопасности ИТ-инфраструктуры – анализ
и выявление потенциально возможных событий, действий, процессов или явлений, ко-
торые могут привести к нанесению ущерба. Для определения угроз необходимо оценить
имеющиеся уязвимости, т. е. присущие объекту ИТ-инфраструктуры причины, приво-
дящие к нарушению информационной безопасности. Определив угрозы, можно точно
понять и определить, каких последствий от них ожидать в случае их реализации.

1.3 Определение последствий реализации угроз – анализ и выявление возможных
действий реализации угрозы при взаимодействии источника угрозы через имеющиеся
уязвимости. После определения последствий будет сформирована вся цепочка объектов
информационной безопасности, которую можно использовать, как входные данные для
составления организационных процедур информационной безопасности.

Шаг 2. Организация процедур информационной безопасности.
2.1 Формирование матрицы доступа к объектам ИТ-инфраструктуры (серверные, се-

тевые и информационные ресурсы) – таблицы, отображающей правила доступа субъек-
тов к объектам ИТ-инфраструктуры, данные о которых хранятся в диспетчере доступа.
Определив соответствующую матрицу, доступ необходимо каким-то образом физически
разграничить. Для этой и других целей нужно использовать защитные инструменты.

2.2 Использование базового набора защитных инструментов – программно-
технических способов и средств обеспечения информационной безопасности. В итоге бу-
дет создана базовая модель обеспечения информационной безопасности. Но мало просто
использовать данную модель, нужно контролировать правильность и эффективность ее
использования и производить мониторинг состояния информационной безопасности.

Шаг 3. Реализация и внедрение мер, выработка решений мониторинга и контроля
информационной безопасности.

3.1 Формирование набора нормативных документов – документов, содержащих по-
ложения относительно обеспечения информационной безопасности, созданных и регу-
лируемых как самой организацией, так и государством. Создав такой набор документов
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можно определить меры и конкретные, выражаемые в числах, показатели информаци-
онной безопасности.

3.2 Определение показателей оценки информационной безопасности – например, это
могут быть количество вирусов, обнаруженных за месяц, количество попыток загруз-
ки вредоносных файлов на сервер через сайты организации, сроки окончания лицензий
различных ПО, количество одновременных пользователей на сайте в среднем каждый
день, число сбоев, когда внутренние системы и сайты организации останавливали свою
работу, данные конфигурации баз данных и серверов, данные о загруженности цен-
трального процессора серверов, количество новых персональных компьютеров (ПК) без
установленных программ обеспечения безопасности. Данные показатели должны быть
отражены в соответствующих протоколах принятия решений при преодолении послед-
ствий случившихся инцидентов и использоваться для принятия решений при планиро-
вании модернизации ИТ-инфраструктуры, например, покупки дополнительных средств
защиты, а также при выработке каких-либо упреждающих действий по защите. По дан-
ным показателям возможно и желательно построить ИС мониторинга, к которой будут
иметь доступ руководство ИТ-подразделения для того, чтобы оперативно принимать
решение о состоянии информационной безопасности ИТ-инфраструктуры вуза.

4 Заключение

В связи с вышеизложенным нами разработана управляющая модель обеспечения ин-
формационной безопасности для вузов, состоящая из следующих компонентов – это
нормативно-регламентирующие документы, системы мониторинга, анализа и контроля,
набор показателей оценки информационной безопасности.

Использование такой модели позволит эффективно предупреждать и заранее выяв-
лять угрозы информационной безопасности ИТ-инфраструктуры, и своевременно ин-
формировать руководство вуза о текущем состоянии программно-технического ком-
плекса, и понимать его уровень защищенности, и оценить надёжность его защиты.

Таким образом, реализация вышеописанной модели позволит подтвердить, что ву-
зом, в частности его руководством, приняты все необходимые меры по обеспечению
надлежащего уровня информационной безопасности, и способствовать устойчивому раз-
витию конкурентоспособности вуза.
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Математическое моделирование миграций нефтяного пятна и оценка ареала
на поверхности Каспийского моря в зависимости от метеоусловий

В данной работе рассматривается процесс разлива и миграция горючего топлива – нефти в
Каспийском море в зависимости от метеоусловий. Как правило, экологам, осуществляющим
анализ данной чрезвычайной ситуации, необходимо знать в каком направлении будет дви-
гаться нефтяное пятно, образовавшееся в результате разлива, какую площадь займет нефтя-
ное пятно, как изменится состав нефти, какой объем нефти испарится и ряд других вопросов,
на которые можно ответить с использованием математического моделирования. Теоретиче-
ская основа математической модели для рассматриваемого процесса составляют уравнения
гидродинамики моря, уравнения переноса и изменения концентрации компонентов нефти, а
также учитывается уравнение неразрывности, выражающее собой неизменность общего ко-
личества массы вылитой нефти, образовавшей пленку на поверхности моря. В результате
определена траектория миграции, изменение концентрации и температуры нефтяного пятна
на поверхности моря со стационарного источника в зависимости от метеоусловий. Данная мо-
дель позволяет раcсчитывать площадь и определять траекторию миграции нефтяного пятна
по акваторию Каспийского моря в зависимости от метеоусловий, а также проводить чис-
ленное моделирование разливов нефти в открытое море при различных начальных массах
разлитой нефти.
Ключевые слова: разлив нефти, нефтяное пятно, Каспийское море, охрана окружающей
среды, метеоусловия, математическое моделирование.

Assylbekuly A., Abdibekova A.U., Zhumagulov B.T.
Mathematical modeling of oil spill migration on the surface of

the Caspian Sea depending on weather conditions.

This paper considers the process of filling and migration of fossil fuels - oil - in the Caspian Sea,
depending on the weather conditions. As a rule, for environmentalists performing analysis of the
emergency, it is necessary to know in which direction will move the oil slick, formed because of
the spill, how to change the composition of the oil, how much oil will evaporate and a number
of other questions that can be answered using mathematical modeling. The theoretical basis of a
mathematical model for the process consists of the hydrodynamics equations of the sea, equations
of transfer and changes in the concentration of the oil component, as well as the continuity equation
is taken into account, expressing the an invariance of the total amount of mass of poured oil, which
have formed a film on the surface of the sea. As a result, the migration trajectory, the change in
concentration and temperature of the oil slick on the sea surface from a fixed source, depending
on weather conditions are defined. This model allows to calculate the area and determine the
migration trajectory of the oil slick on the Caspian sea depending on the weather conditions, and
carry out the numerical simulation of oil spills in the open sea at different initial masses of spilled
oil.
Key words: oil spill, the Caspian Sea, oil slick, the environment, weather conditions, mathematical
modeling.
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Асылбекұлы А., Абдибекова А.У., Жумагулов Б.Т.
Каспий теңiзi бетiнде ауа райы жағдайына байланысты мұнай дағының таралу

аймағының бағалауын және орын ауысуын математикалық модельдеу

Бұл жұмыста Каспий теңiзiнде ауа райы жағдайына байланысты мұнай төгiлуiн және жанар
отынның орын ауысу процестерi қарастырылады. Әдетте төтенше жағдайды талдау кезiнде,
экологтарға төгiлу нәтижесiнде пайда болған мұнай дағының қай бағытта жылжитынын,
мұнай дағының қандай аймақ алатындығын, мұнайдың құрамы қалай өзгеретiндiгiн, мұнай-
дың қандай бөлiгi буланатындығын бiлу қажет, осындай және басқа да бiрқатар мәселелер
туғызатын сұрақтарға математикалық модельдеу арқылы жауап беруге болады. Қарасты-
рылатын процесс үшiн математикалық модельдердiң теориялық негiзi гидродинамика теңде-
улерi, тасымал теңдеуi және мұнай компоненттерi қоспасының теңдеуi, сондай-ақ теңiз бетiне
төгiлген мұнайдың салдарынан пайда болған қабықтың жалпы массасының саны өзгермеуiн
бiлдiретiн үзiлiссiздiк теңдеуi есепке алынады. Нәтижесiнде ауа райы жағдайына байланысты
теңiз бетiне стационарлы көзден төгiлген мұнай дағының орын ауысу траекториясы, темпе-
ратурасы мен қоспасының өзгерiсi анықталды. Бұл модель Каспий теңiзi акваториясында ауа
райы жағдайына байланысты мұнай дағының орын ауысу траекториясын анықтауға және
төгiлген мұнай дағының аймағын есептеуге, сондай-ақ бастапқы массасы әр түрлi болатын
мұнайдың ашық теңiзде төгiлуiн сандық модельдеуге мүмкiндiк бередi.
Түйiн сөздер: мұнай төгiлуi, мұнай дағы, Каспий теңiзi, қоршаған ортаны қорғау, ауа райы
жағдайлары, математикалық модельдеу.

1 Введение

Разливы нефти имеют огромный потенциал для причинения серьезного вреда морской
среде и способны вызвать широкий экономический и экологический ущерб. Исследова-
ние методов и средств ликвидации последствий аварий, а также методы, которые могут
быть приняты, чтобы избежать аварийных ситуаций и применение их на практике яв-
ляется сегодня особо актуальной задачей.

Северный Каспий занимает всего 0.5% от общего объема воды в море. В результате
интенсификации процессов освоения углеводородного сырья как в прибрежной, так и
в шельфовой зоне, море подвергается загрязнению нефтепродуктами и сопутствующим
им токсикантами. Кроме того, Каспийское море принимает стоки рек, несущих с собой
различные загрязняющие вещества. Всё это определяет повышенный уровень антропо-
генной загрязненности моря. Как известно, нефтяная отрасль по глубине и многооб-
разию негативных воздействий на окружающую среду превосходит все другие отрасли
топливно-энергетического комплекса. Наиболее ощутимо эти воздействия проявляют-
ся в условиях добычи, подготовки, переработки и транспорта углеводородного сырья
инефтепродуктов [1-3].

Источники загрязнения Каспия многообразны и расположены на территории всех
Прикаспийских государств, включая их морские акватории. Большую потенциальную
угрозу для Каспия из-за подъёма уровня моря представляют законсервированные неф-
тяные скважины и прибрежные нефтепромыслы, аварии на разведочных скважинах и
транспортных средствах, а также трансграничный перенос загрязняющих веществ (ме-
таллов, нефтепродуктов и т.д.) по рекам Волга, Урал и др.

В данной работе рассматривается процесс разлива и миграция горючего топлива
– нефти в Каспийском море в зависимости от метеоусловий. Как правило, экологам,
осуществляющим анализ данной чрезвычайной ситуации, необходимо знать в каком на-
правлении будет двигаться нефтяное пятно, образовавшееся в результате разлива, ка-
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кую площадь займет нефтяное пятно, как изменится состав нефти, какой объем нефти
испарится и ряд других вопросов, на которые можно ответить с использованием мате-
матического моделирования [4].

2 Постановка задачи

Теоретическую основу математических моделей для рассматриваемого процесса расте-
кания нефтяного пятна основана на решении уравнения импульса для смеси, уравнения
неразрывности для смеси, уравнения переноса концентрации:



ρ∂v
∂t

+ ρ∇ · (v ⊗ v) = −∇p+∇ · τ + f + ρQV v,

∇ · v = QV,

∂ck
∂t

+∇ · (ckvk) = Fk, k = 1 . . . N

(1)

где Fk = k1xkpk∆tM
RT

– испарение; k1 – коэффициент массопередачи; xk – доля k-го ком-
понента нефти; pk – давление насыщенных паров для k-го компонента нефти; ∆t – рас-
сматриваемый временной промежуток; M – молярная масса; R – универсальная газовая
постоянная; T – температура воздуха; vk – скорость движения компоненты; v – скорость
смеси; QM

k – массовый источник, который определяется химическими превращениями,
N∑
k=1

QM
k = 0 ; p – давление; f = (0, −ρg) – вектор внешних сил; g – ускорение свободного

падения.
Объемный источник смеси:

QV =
N∑
k=1

1

ρ0k
QM

k (2)

В качестве скорости смеси v берется среднеобъемная скорость:

v =
N∑

k=1

ckvk (3)

3 Численный метод

Численная реализация составленной модели имеет следующий алгоритм: на первом эта-
пе решается уравнение Навье-Стокса без учета давления, на втором этапе решается
уравнение Пуассона, полученное из уравнения неразрывности с учетом поля скоростей
первого этапа, при использовании матричной прогонки. Полученное поле давления на
следующем этапе используется для пересчета окончательного поля скоростей [5]. На
последнем этапе по найденному полю скоростей решается уравнение для получения
концентрации компонентов вязкой жидкости.
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Промежуточное поле скорости находится при использовании схемы Кранка-
Николсона в комбинации с методом пятиточечной прогонки.

Рассмотрим горизонтальную составляющую компоненты скорости u1 в точке сетки
(i+ 1

2
j) .

∂u1
∂t

+
∂ (u1u1)

∂x1
+
∂ (u1u2)

∂x2
=

1

Re

(
∂2u1
∂x21

+
∂2u1
∂x22

)
(4)

При применении схемы Кранка-Николсона уравнение (4) примет вид:

u∗1
n+1
i+ 1

2
j
− u1

n
i+ 1

2
j
= −3t

2
[hx]ni+ 1

2
j +

t

2
[hxp]n−1

i+ 1
2
j
+ t [ax]ni+ 1

2
j +

+
t

2
· 1

Re
·
(
∂2u∗1
∂x21

)n+1

i+ 1
2
j

+
t

2
· 1

Re
·
(
∂2u∗1
∂x22

)n+1

i+ 1
2
j

(5)

где

[hx]ni+ 1
2
j =

(
∂u1u1
∂x1

)n

i+ 1
2
j

+

(
∂u1u2
∂x2

)n

i+ 1
2
j

[hxp]n−1
i+ 1

2
j
=

(
∂u1u1
∂x1

)n−1

i+ 1
2
j

+

(
∂u1u2
∂x2

)n−1

i+ 1
2
j

[ax]ni+ 1
2
j =

1

2
· 1

Re
·

[(
∂2u1
∂x21

)n

i+ 1
2
j

+

(
∂2u1
∂x22

)n

i+ 1
2
j

]

Далее левую часть уравнения (5) обозначим через q
i+ 1

2
j

q
i+ 1

2
j
≡ u∗1

n+1
i+ 1

2
j
− u1

n
i+ 1

2
j

(6)

Найдем u∗1
n+1
i+ 1

2
j

из уравнения (6)

u∗1
n+1
i+ 1

2
j
= q

i+ 1
2
j
+ u1

n
i+ 1

2
j

Заменив все u∗1
n+1
i+ 1

2
j

из уравнения (5) получим

q
i+ 1

2
j
− t

2
· 1

Re
·
(
∂2q

∂x21

)
i+ 1

2
j

− t

2
· 1

Re
·
(
∂2q

∂x22

)
i+ 1

2
j

=

= −3t

2
[hx]ni+ 1

2
j +

t

2
[hxp]n−1

i+ 1
2
j
+ 2 · t [ax]ni+ 1

2
j

(7)
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Приведем уравнение (7) в вид

[
1− t

2
· 1

Re
· ∂

2

∂x21
− t

2
· 1

Re
· ∂

2

∂x22

]
q
i+ 1

2
j
= d

i+ 1
2
j

(8)

где

d
i+ 1

2
j
= −3t

2
[hx]ni+ 1

2
j +

t

2
[hxp]n−1

i+ 1
2
j
+ 2 · t [ax]ni+ 1

2
j

Чтобы получить второй порядок точности по времени напишем

[
1− t

2
· 1

Re
· ∂

2

∂x21

] [
1− t

2
· 1

Re
· ∂

2

∂x22

]
q
i+ 1

2
j
= d

i+ 1
2
j

(9)

Чтобы определить q
i+ 1

2
j

уравнение (9) решается в 2-х этапах.

[
1− t

2
· 1

Re
· ∂

2

∂x21

]
A

i+ 1
2
j
= d

i+ 1
2
j

[
1− t

2
· 1

Re
· ∂

2

∂x22

]
q
i+ 1

2
j
= A

i+ 1
2
j

На первом этапе A
i+ 1

2
j

ищется в направлении координаты x1 :

[
1− t

2
· 1

Re
· ∂

2

∂x21

]
A

i+ 1
2
j
= d

i+ 1
2
j

A
i+ 1

2
j
− t

2
· 1

Re
·
(
∂2A

∂x21

)
i+ 1

2
j

= d
i+ 1

2
j

A
i+ 1

2
j
− t

2
· 1

Re
·
−A

i+ 5
2
j
+ 16 · A

i+ 3
2
j
− 30 · A

i+ 1
2
j
+ 16 · A

i− 1
2
j
− A

i− 3
2
j

12∆x21
= d

i+ 1
2
j

s1 ·Ai+ 5
2
j
− 16 · s1 ·Ai+ 3

2
j
+ (1 + 30 · s1) ·Ai+ 1

2
j
− 16 · s1 ·Ai− 1

2
j
+ s1 ·Ai− 3

2
j
= d

i+ 1
2
j

(10)

где s1 = t
24·Re·∆x2

1

Данное уравнение (10) решается методом пятиточечной прогонки, в результате при-
менения которого находится A

i+ 1
2
j

.
На втором этапе q

i+ 1
2
j

ищется в направлении координаты x2 :
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[
1− t

2
· 1

Re
· ∂

2

∂x22

]
q
i+ 1

2
j
= A

i+ 1
2
j

q
i+ 1

2
j
− t

2
· 1

Re
·
(
∂2q

∂x22

)
i+ 1

2
j

= A
i+ 1

2
j

q
i+ 1

2
j
− t

2
· 1

Re
·
−q

i+ 1
2
j+2

+ 16 · q
i+ 1

2
j+1

− 30 · q
i+ 1

2
j
+ 16 · q

i+ 1
2
j−1

− q
i+ 1

2
j−2

12∆x22
= A

i+ 1
2
j

s · q
i+ 1

2
j+2

− 16 · s · q
i+ 1

2
j+1

+ (1 + 30 · s) · q
i+ 1

2
j
− 16 · s · q

i+ 1
2
j−1

+ s · q
i+ 1

2
j−2

= A
i+ 1

2
j

(11)

где s = t
24·Re·∆x2

2

Данное уравнение (11) решается методом пятиточечной прогонки, в результате при-
менения которого находится q

i+ 1
2
j
.

После того как мы определили значение q
i+ 1

2
j

мы находим u∗1
n+1
i+ 1

2
j
.

u∗1
n+1
i+ 1

2
j
= q

i+ 1
2
j
+ u1

n
i+ 1

2
j

Компонент скорости u∗2
n+1
ij+ 1

2

находится аналогично.
Разработанная математическая модель и алгоритм ее реализации – на основе произ-

веденных расчетов с реальными и актуальными данными позволяет определить траек-
тория миграции нефтяного пятна. В результате моделирования стало возможным полу-
чать максимально объективные данные, столь необходимые для прогноза. С примене-
нием, реальных данных преобразованных векторных ветров в табличные данные, адап-
тированных для расчетов, позволило определить траекторию растекания и определить
будущее местонахождение нефтяного пятна. Опережающее определение местонахожде-
ние нефтяного разлива эффективно ускоряет процесс реагирования специалистов по
чрезвычайным ситуациям техногенного характера, что позволит уменьшить подслед-
ственный ущерб экологического загрязнения.

4 Результаты моделирования

Таким образом, на основе разработанной математической модели произведен расчет
движения нефтяного пятна в зависимости от направления ветра и температуры возду-
ха; установлено изменение концентрации каждого компонента нефти в результате испа-
рения; изменение толщины, площади и массы нефтяного пятна; определена траектория
движения пятна в зависимости от направления ветра.

Был построен программный модуль для преобразования и считывания реальных
метеорологических данных в вычислительные данные для применения в расчетах ма-
тематического моделирования (Рисунки 1 - 9). Таким образом, разработан актуальный
программный модуль основанный на реальных данных метеоусловий.
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Рисунок 1 - Распределение массы вылитой нефти, ее движение с учетом изменений концентрации
разлитого нефтяного пятна в Каспийском море по истечении 30 минут

Рисунок 2 - Изменение температуры разлитого нефтяного пятна в Каспийском море по истечении 30
минут

Рисунок 3 - Покомпонентное распределение разлитого нефтяного пятна в Каспийском море по
истечении 30 минут
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Рисунок 4 - Распределение массы вылитой нефти, ее движение с учетом изменений концентрации
разлитого нефтяного пятна в Каспийском море по истечений 50 минут

Рисунок 5 - Изменение температуры разлитого нефтяного пятна в Каспийском море по истечении 50
минут

Рисунок 6 - Покомпонентное распределение разлитого нефтяного пятна в Каспийском море после
истечении 50 минут
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Рисунок 7 - Распределение массы вылитой нефти, ее движение с учетом изменении концентрации
разлитого нефтяного пятна в Каспийском море по истечении 1 час 10 минут.

Рисунок 8 - Изменение температуры разлитого нефтяного пятна в Каспийском море по истечении 1
час 10 минут.

Рисунок 9 - Покомпонентное распределение разлитого нефтяного пятна в Каспийском море по
истечении 1 час 10 минут.
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Наглядно представлено, что в зависимости от направления ветра меняется траекто-
рия движения пятна, от скорости ветра – зависит испарение отдельных компонентов
нефти. Приняты следующие обозначения: icom - компоненты рассматриваемой нефти,
Xk(icom) - концентрация. Рисунки иллюстрируют результат о том, что при разливе
нефти в море происходит изменение концентрации нефти за счет испарения, при этом
сначала испаряются легкие фракции нефти, затем тяжелые, наравне с этим происходит
изменение вязкости самой нефти.

При решении данной задачи, с целью демонстрации разработанной модели и полу-
чения объективных данных процесса были взяты за основу реальные метеорологиче-
ские условия, что исключает искажение результатов моделирования. Был разработан
программный модуль для преобразования метеорологических данных для построенной
модели. По движению пятна, иллюстрация которого представлена на рисунках, указан-
ных выше, можно судить о рассматриваемом направлении нефтяного пятна с учетом
погодных условии.

Производя анализ результатов можно заключить, что на рисунках 1-3 иллюстриро-
вано изменение, распределение концентрации, температуры нефтяного пятна с учетом
ветра 7.8 м/c, что в результате указывает на сохранение исходной массы нефтяного
пятна. На рисунках 4-6 указано время истечения 50 минут после аварийной ситуации,
изменилась площадь распространения нефтяного пятна, где с учетом скорости восточно-
западного ветра 9.3 м/c, отражены изменение концентрации разлитого нефтяного пятна,
за счет испарение легкой фракции нефти на 0.3%, увеличилась концентрация тяжелой
фракции, где масса нефти изменилась. На рисунках 7-9 виден результат воздействия
скорости ветра 12.2 м/с, где испарение легкой фракции достигла значения 0.5%, а пло-
щадь растекания нефти увеличилась на 2 км2. Очевидно, что с увеличением концентра-
ции высоковязких компонентов, процесс испарения замедляется.

Следует отметить преимущество разработанной математической модели и алгорит-
ма ее реализации – в каждый момент времени, на основе реальных метеорологических
данных и произведенных расчетов, можно дать информацию распространения в зависи-
мости от направления и скорости ветра, что позволяет исследователям, занимающимся
оценкой экологического ущерба, получить самый объективный результат процесса рас-
текания нефти и нефтепродуктов.

5 Заключение

Таким образом, проведена разработка математической модели для реализации расчета
и оценки ареала, определена траектория миграции нефтяного пятна на поверхности мо-
ря со стационарного источника в зависимости от метеоусловий. Разработанные модели
распространения нефтяного пятна по поверхности морской воды позволяют рассчитать
площадь и определять траекторию миграции нефтяного пятна по акваторию Каспий-
ского моря в зависимости от метеоусловий, а также проводить численное моделирование
разливов нефти в открытое море при различных сценариях, включающих различную
начальную массу разлитой нефти, движение источника загрязнения, различные типы
нефти, добываемые и транспортируемые через Каспийское море.

Работа выполнена при поддержке грантового финансирования научно-технических
программ и проектов Комитетом науки МОН РК, грант №1905/ГФ4.
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Моделирование процесса горения метана (CH4) в программном комплексе
PrIMe

Моделирование горения метана в воздухе осуществлялось в среде моделирование химических
процессов программный комплекс Process Informatics Model (PrIMe). Для исследования горе-
ния метана в воздухе в программе PrIMe был выбран механизм GRI 3.0, который описывает
горение метана и других углеводородов (ацетилен, пропан). Кинетический механизм GRI 3.0
описывают реакций происходящие на молекулярном уровне, в котором рассматриваются в
каком порядке разрываются или формируются связи. Механизм, выбранный из базы про-
граммы PrIMe, состоит из 309 реакции и 53 реагентов, а так же для моделирования горения
был выбран Plug Flow Reactor (PFR), реактор идеального вытеснения, стехиометрическая
смесь горения метана в воздухе. Входе моделирования горения метана в воздухе при низком
давления можно увидеть, что химические реакции почти не протекают, а с ростом темпе-
ратуры реакции протекают быстрее, так же при пиролизе топлива содержащий радикалов
азота приводит к образованию азот оксидов NOx.
Ключевые слова: метан, программный комплекс PrIMe, горение, механизм, стехиометрия,
скорость горения.

Beisenbekova G.Zh.,Urmashev B.A., Makashev E.P.
Modelling of the combustion process of methane (CH4) in the software package PrIMe

Modeling of methane combustion in air carried out in environment modeling of chemical processes
software package Process Informatics Model (PrIMe). To investigate the methane combustion in
air in a program PrIMe was chosen mechanism GRI 3.0, which describes burning of methane and
other hydrocarbons (acetylene, propane). Kinetic mechanism GRI 3.0 describe the reactions taking
place at the molecular level, which deals with the order in which communications are broken or
formed. The mechanism chosen from base of the PrIMe program consists of the 309th reaction
and 53 reagents, and also for modeling of burning Plug Flow Reactor (PFR), the reactor of ideal
replacement, has been chosen stoichiometric mix of burning of methane in air. Modeling methane
inlet combustion air at a low pressure can be seen that almost no chemical reactions occur, but with
increasing temperature the reaction proceed faster also can be seen that the fuel in the pyrolysis
of nitrogen containing radicals leads to the formation of nitrogen oxides NOx.
Key words: methane, PrIMe software system, combustion mechanism, stoichiometry, combustion
rate.

Бейсенбекова Г.Ж.,Урмашев Б.А., Макашев Е.П.
Метанның (CH4) жану процесiн PrIMe бағдарламалық кешенiнде моделдеу

Метанның ауада жануын зерттеу химиялық процесстердi модельдеуге арналған Process
Informatics Model (PrIMe) бағдарламалық кешенiнде жүргiзiлдi. Модельдеу үшiн метанның
ауада жануын сипаттайтын механизм таңдалып алынады. Механизм бағдарламаның де-
ректер қорындағы табиғи газдың жануын сипаттайтын 309 реакция, 53 реагенттен түуратын
GRI 3.0 механизмi алынды.GRI 3.0 кинетикалық механизмi байланыстардың қандай тәр-
тiппен үзiлiп немесе құрылатындығын молекулярлық деңгейде сипаттайды, сонымен қатар
модельдеу Plug Flow Reaktor (PFR) реакторында, метанның ауада жануының стехиометри-
ялық қоспасымен жүргiзiлдi. Метанның ауада жануын модельдеу барысында қысым төмен
болғанда реакцияның жүрмейтiндiгiн, ал температура артқан сайын реакция тез жүретiнiн
байқауға болады. Сонымен қатар құрамында азот радикалдары бар отындардың пиролизiнiң
нәтижесi азот оксидтерiнiң NOx түзiлуiне алып келетiнiн көремiз.
Түйiн сөздер: метан, жану, PrIMe бағдарламалық кешенi, механизм, стехиометрия, жану
жылдамдығы.
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1 Введение

Современные методы моделирования горения топлив разработаны для определения
высокой эффективности сгорания и минимального выброса загрязняющих веществ в
атмосферу. Они широко используются в проектировании и оптимизаций практических
систем сгорания, так как, по сравнению с экспериментальным тестированием и маке-
тированием затраты на разработку математического и компьютерного моделирования
очень низкие. На сегодняшний день никакие реальные прогрессы в разработке или оп-
тимизации не могут обойтись без численного или компьютерного моделирования.

Важность сжигания топлив в различных приложениях показывают, что эта область
исследований остается своевременной и полезной. Горение играет важную роль в сле-
дующих областях: 1. выработка электроэнергии (например, частицы угля сжигаются
в топках электростанций при производстве пара для приведения в движение турбин с
целью выработки электроэнергии), транспорт (двигатели внутреннего сгорания в ав-
томобилях). 2. производство конструкционных материалов в перерабатывающей про-
мышленности (например, производство железа, стали, стекла, очищенного топлива и
т.д., посредством процессов термического нагрева). 3. бытового и промышленного отоп-
ления (например, систем отопления домов, заводов, офисов, больниц, школ и других
типов зданий). 4. защита безопасности от нежелательного горения (например, предот-
вращение пожара лесов и строительства, сокращение промышленных взрывов) [1].

В данной статье рассматривается: механизм реакции – полный набор элементарных
реакций вместе с их коэффициентом скорости, которая входит в раздел химической ки-
нетики; среда моделирования химических процессов в программном комплексе PrIMe
(Process Informatics Model); влияние температуры и давления на образования вредных
веществ при моделировании горения метана. Практическая значимость предсказатель-
ного моделирования процессов горения непрерывно возрастает. Влияние давления на
химию горения, как известно, проявляется в том, что концентрация веществ с ростом
давления увеличивается, что, соответственно, приводит к росту скоростей реакций, a
также в том, что константы скорости многих реакций зависят от давления и темпера-
туры. В этой статье рассматривается задача моделирования горения метана при низкой
давлений.

2 Химическая кинетика

Химическая кинетика – раздел физической химии, в котором изучаются закономер-
ности протекания во времени химической реакций и их механизмов. Механизмы описы-
вают реакций происходящие на молекулярном уровне, в котором рассматриваются в ка-
ком порядке разрываются или формируются связи. Таким образом, понимание свойств
реагентов и продуктов является обязательным.

В состав химического механизма входит термодинамические и транспортные свой-
ства реакции. Состав данных кинетического механизма показано в рисунке 1. Для каж-
дой химической реакций определяется A- предэкспоненциальный множитель в урав-
нении Аррениуса (характеризует частоту столкновений реагирующих молекул), Ea -
энергия активации.
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Рисунок 1 – Кинетический механизм: реакции и их скорости

На рисунке 2 показаны термодинамические данные. В термодинамическом свойстве
механизма приводятся данные: имя реагента, элементы, диапазон температуры, пере-
ходная температура между высокой и низкой температуры, а также соответственные
данные для высоких и низких температур.

Рисунок 2 – Описание термодинамического свойства реагентов

На рисунке 3 приведены транспортные данные кинетического механизма. Транспорт-
ные данные включают в себя: имя реагента (имя должно быть идентичным с именем
реагента в термодинамическом файле), индекс указывающий на геометрическую конфи-
гурацию реагента, глубина потенциальной ямы (потенциальная яма–область простран-
ства, где присутствует локальный минимум потенциальной энергии частицы), диаметр
столкновения, дипольный момент (дипольный момент связи (m)–векторная величина,
характеризующая полярность связи: | m |= l ∗ q, где l–длина связи, q–эффективный
заряд, который приобретают атомы при смещении электронной плотности. Вектор ди-
польного момента направлен от положительного заряда к отрицательному), поляризу-
емость, вращательное число столкновений релаксации при 298 К [2].
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Рисунок 3 – Транспортные данные кинетического механизма

Во многих случаях результаты моделирования позволяют не только понять основ-
ные особенности химических процессов, но и могут также иметь существенное практи-
ческое значение. Из базы данных программного комплекса PrIMe выбирается механизм
GRI-Mech 3.0, так как наиболее популярным на сегодняшний день является механизм
окисления метана, разработанный командой Университета Беркли (США). Механизм
GRI-Mech был опубликован в нескольких электронных версиях, и создавался, в первую
очередь, для описания горения метана и природного газа. Достоверность данного меха-
низма приводятся во многих исследовательских работах [3-5]. GRI-Mech 3.0 представ-
ляет собой оптимизированный механизм, предназначенный для моделирования горения
природного газа, в том числе образования NO_x и повторного горения. Поскольку при-
родный газ содержит пропан (и некоторые высшие углеводороды), то в минимальный
набор кинетики входит пропан, в виде незначительной составляющей [6].

3 Рабочая среда программного комплекса PrIMe (Process Informatics Model)

Среда моделирования химических процессов программном комплексе PrIMe - новая
парадигма для построения моделей сложных химических реакций. Инструмент анализа
модели разработан профессором М.Френклахом и его коллегами. Он сочетает в себе:

• экспериментальные данные с моделями неопределенности;
• основные численные задачи для наилучшей согласованности механизма оптимиза-

ции;
• оптимизация с ограничениями;
• методы решения;
• надежная теория управления;
• анализ всех доступных данных;
• гарантирует непротиворечивость набора данных;
• динамическая генерация прогнозирующих моделей на основе всего набора данных.
Анализ согласованности данных механизма определяет его достоверность и целост-

ность, экспериментальные цели или параметров модели, которые приводят к непосле-
довательности данных. Этот анализ повышает качество экспериментальных данных,
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принятых для оптимизации параметров модели на области допустимых значений па-
раметра пространства. Рабочая среда программы показано на рисунке 4. На рисунке 5
показана визуализация выходных параметров, т.е. результаты моделирования.

Рисунок 4 – Рабочая среда программы PrIMe

Рисунок 5 – Визуализация выходных данных в программе PrIMe
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4 Моделирование процесса горения метана (CH4) в программном комплек-
се PrIMe

Для моделирования процесса горения метана в программе PrIMe был выбран реактор
"Plug Flow Reactor" ,(PFR) из группы "Kinetic reactor" , т.е. стехиометрическая смесь
горения метана в воздухе:

CH4 + 2O2 + 2 ∗ 3.76N2 = CO2 + 2H2O + 2 ∗ 3.76N2 (1)

PFR модель позволяет описать эволюцию состава смеси и параметров (температура,
скорость, давление) по длине реактора в одном или квази- одномерном приближений.
PFR используется очень часто, для того, чтобы изучить такие важные процессы, как
выделение тепла и процесс плазмы в химических реакциях в быстрых потоках газа.
Можно также смоделировать процессы при постоянном давлений или температуре. Ис-
ходные данные и параметры для этой модели являются: массовый расход, температу-
ра, давление, химический состав, удельные потери тепла на единицу длины реактора.
Во многих случаях результаты моделирования позволяют не только понять основные
особенности химических процессов, но и имеют существенное практическое значение.
Пожалуй, наиболее подробно было исследовано горение метана-водородных смесей. Это
связано с тем, что из-за относительно низкой реакционной способности метана, он имеет
довольно узкие пределы воспламенения, что не позволяет использовать его в режиме
горения бедных смесей [6]. Как было показано, добавка водорода к метан-воздушной
смеси позволяет расширить пределы его воспламенения, и тем самым повысить эффек-
тивность использования топлива и снизить уровень экологически вредных выбросов [7].
Входные данные для моделирования: 1. состав стехиометрической смеси: CH4 = 3.33%,
O2 = 6.66%, N2 = 90%, с учетом что 1 моль =100%; 2. начальная температура T=1688
K; 3. давление p=0,39 bar, 4. время пребывания в реакторе t=3 s.

В результате мы получаем скорости прямой и обратной реакций, так же можем уви-
деть концентрацию и скорости образования каждого реагента, образования углеводоро-
дов и расходования метана в зависимости от температуры.

Скорость реакций как основная характеристика химической кинетики зависит не
только от концентрации (давления) частиц и температуры, но и от катализаторов, фор-
мы и размеров сосуда, материалов и состояния стенок. Под скоростью реакций обычно
понимают изменение количества вещества, вступающего в реакцию или образующегося
в результате реакции, в единицу времени в единице объема:

ω = ± 1

V
∗ dn
dt

(2)

Скорость большинства химических реакции растет с повышением температуры. Хи-
мические реакции протекают быстрее, чем при низких температурах. При повышении
температуры на 100C скорость реакции возрастает 2-4 раза.

Основное влияние температуры на скорость реакции осуществляется через изме-
нение константы скорости реакций. Константа скоростей хорошо выражается законом
Аррениуса:

κ = A ∗ T n ∗ ϵ
Ea
RT (3)
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Скорости некоторых прямых и обратных реакции можно увидит в следующей таб-
лице 1.

Таблица 1 – Скорости некоторых реакции (прямая и обратная скорость)

Реакции Прямая скорость Обратная скорость
CH +O <=> CO +H 2.66e-16 1.94e-17

O + CH2 <=> HCO +H 2.21e-16 2.56e-16
O + CH2∗ <=> H2 + CO 3.37e-18 1.39e-19
CH3 +O <=> CH2O +H 2.33e-16 1.52e-16
CH4 +O <=> CH3 +OH 6.29e-18 5.42e-18

CO +O <=> CO2 3.92e-07 1.30e-08

Механизм образования сажи (дисперсного углерода) при горении реактивного топли-
ва и в общем случае при химических превращениях углеродсодержащих веществ изучен
еще недостаточно. Исследователи основную роль отводят полимеризации или цепным
разветвленным реакциям. Частицы сажи, в зависимости от аэродинамики потоков в
топке, могут находиться в факеле или вне его. Частицы сажи, выпавшие из факела и
попавшие в зону температур ниже 800◦ С, не сгорают и выносятся за пределы топочной
камеры, а находящиеся в факеле, продолжают гореть до тех пор, пока температура про-
дуктов горения под действием экранных поверхностей нагрева не упадет. На рисунке 6
показано образование вредных веществ. Весь процесс горения происходит в зависимости
от температуры в промежутке времени 1 - 1.5 ∗ 10−3.

На рисунке 7 показана изменение концентрации метана. Здесь можно увидеть рас-
ходование метана в зависимости от температуры и по времени.

Рисунок 6 – Образования загрязняющих веществ
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Рисунок 7 – Концентрация метана CH4

Так же имеются другие загрязняющие вещества, которые образовываются при про-
цессе горения. В зоне реакции процесс образования NOx зависит от скорости расхо-
дования активных частиц и кислорода. На рисунке 8 показаны реакции образования
NOx.

Рисунок 8 – Образования NOx

Взаимодействие образующихся в результате пиролиза топлива атомов и радикалов
с азотом, содержащимся в метано-воздушной смеси (МВС), приводит в конечном ито-
ге к образованию NOx. Скорость подобных превращений зависит от ряда факторов:
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концентрации азота в зоне реакции, скорости сгорания топливовоздушной смеси, скоро-
сти конкурирующих реакций активных центров и кислорода. В температурном уровне
менее 1500 К, где имеется недостаток окислителя азота воздуха, кроме столкновения
молекул азота с молекулами кислорода происходит взаимодействие молекулярного азо-
та с углеводородными фрагментами, образующимися в результате пиролиза молекулы
CH4. При этом, в качестве промежуточных продуктов выступают соединения типа HCN
и СN, участвующие в последующем цепном механизме образования NO [8].

5 Заключение

В результате проведенного моделирования можно сделать выводы:
• при горении метана (углеводорода) образовывается достаточное количество вред-

ных веществ;
• в результате пиролиза топлива атомов и радикалов с азотом, содержащимся в

метано-воздушной смеси (МВС), приводит в конечном итоге к образованию NOx;
• скорость большинства химических реакции растет с повышением температуры;
• при низких температурах химические реакции почти не протекают.
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Cинтез управления нелинейной многосвязной системы на основе
геометрического подхода

Данная статья посвящена синтезу управления для многосвязного нелинейного энергетическо-
го объекта на основе геометрического подхода. Для сложной системы управления энергети-
ческим объектом применена процедура децентрализации. На основе методологии геометри-
ческого подхода для декомпозированной системы выведено условие наличия линейного экви-
валента нелинейных систем. В основе условия лежит процедура доказательство образования
нелинейной многосвязной системы векторных полей. Для этого исходная декомпозированная
система представляется в канонической форме Бруновского. Синтез управления нелинейной
многосвязной системы на основе геометрического подхода реализован с помощью получения
линейных эквивалентов на условиях инволютивности, не равенстве нулю операторов алгебр
Ли в точке равновесия и ее окрестности, линейной независимости векторов операторов ал-
гебр Ли в точке равновесия и ее окрестности.
Ключевые слова: cложная система, многосвязная система, нелинейная система, геометри-
ческий подход, энергетическая система.

Shiryayeva O.I., Abzhanova L.K.
Synthesis of nonlinear multiply control system based

on geometric approach summary

This article focuses on the synthesis of control for nonlinear multivariable energy facility on
the basis of the geometric approach. For complex energy management systems the subject
of decentralization procedure applied. Based on the methodology for the geometric approach
decomposed system derived the condition of having a linear equivalent of nonlinear systems.
The basis of the conditions of the procedure is proof of the formation of nonlinear multiply
connected systems of vector fields. To do this, the original system appears to decompose in
the canonical form Brunovsky. Synthesis based on geometric approach nonlinear control systems
multiply realized by obtaining linear equivalents conditions involutiveness not vanishing operators
Lie at the equilibrium point and its surroundings, are linearly independent operators Lie at the
equilibrium point and its surroundings.
Key words: multiply input - multiply output control system, nonlinear system, geometric
approach, energy system.

Ширяева О.И., Абжанова Л.К.
Геометриялық әдiс негiзiнде бейсызықты копбайланысты жүйенi

басқару принципi

Берiлген мақала геометриялық әдiс негiзiнде көпбайланысты бейсызықты энергетикалық
объектiнiң басқару синтезiне арналған. Энергетикалық объектiнiң күрделi басқару жүйесi
үшiн децентрализация процедурасы қолданылған. Декомпозициялы жүйе үшiн геометрия-
лық әдiстiң методологиясы негiзiнде бейсызықты жүйелердiң сызықты эквивалентiнiң бар
болу шарты қалыптастырылған.
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Шарт негiзiнде копбайланысты бейсызықты жүйелердiң векторлық өрiстердi құра алу мүм-
кiндiгiн дәлелдеу процедурасы бар. Ол үшiн бастапқы декомпозициялы жүйе Бруновскийдiң
канондық түрiмен берiледi. Күрделi байланыстары бар бейсызықты жүйенiң геометриялық
әдiс негiзiндегi басқару синтезi инволютивтiлiк шарттарына негiзделген сызықты эквива-
ленттердi алу комегiмен iске асырылған, яғни Ли алгебрасы операторының тепе-теңдiк нүк-
тесi мен оның айналасында операторларының нулге тең емес болуы, Ли алгебрасы операто-
рының тепе-теңдiк нүктесi мен оның айналасында сызықты тәуелсiздiгi.
Түйiн сөздер: күрделi жүйе, көпбайланысты жүйе, бейсызықты жүйе, геометриялық әдiс,
энергетикалық жүйе.

1 Введение

Задача синтеза САУ, способной точно управлять технологическим объектом, приводит
к необходимости описания их как нелинейных и многосвязных САУ. Работы, связанные
с синтезом управления таких систем, где учитывается и многосвязность и нелинейность
представляют большой интерес. В настоящее время имеют место работы, связанные
с вопросами синтеза управления на основе геометрического подхода для нелинейных
одномерных систем [1-5]. Проблема построения регуляторов для нелинейных систем,
в отличие от линейных, все еще далека от решения. Тем не менее, идея использова-
ния хорошо разработанной теории построения линейных регуляторов для нелинейных
систем на основе геометрического подхода является актуальной. В данной статье раз-
рабатывается методология синтеза управление на основе геометрического подхода для
нелинейного многосвязного объекта. Особенностью является то, что нелинейные систе-
мы рассматриваются как аффинные системы, и рассматриваются на основе группового
подхода.

2 Развитие теории геометрического подхода нелинейной многосвязной систе-
мой

Пусть задана многомерная система S, декомпозированная на s подсистем Si, i = 1, s,
которая описывается следующим уравнением:

ẋi = Aijxi +
s∑

j = 1
j ̸= i

Aijxj + bxiui, i = 1, s (1)

где xi ∈ Rn×1 – вектор состояний объекта управления; ui ∈ Rn – управления, из заданно-
го постоянного множества U ; Aij, i = j = {aij : i = 1, n, j = 1, n} – матрица состояний,
размерности (n× n) Aij(i ̸= j) = {aij : i = 1, n, j = 1, n} – матрица взаимосвязей между
подсистемами b – матрица управления, размерности (n×m).

Слагаемые
∑
Aijxj, содержащие все остальные переменные xj, кроме собственного

вектора xi подсистемы Si, отображают связи между подсистемами.
Главная задача при применении геометрического подхода к сложным нелинейным

системам (1), заключается в том, чтобы найти диффеоморфизм (гладкий изоморфизм)
между исходной нелинейной системой и некоторой линейной системой [6].

Вестник КазНУ. Серия математика, механика, информатика №4(92)2016



112 Ширяева О.И., Абжанова Л.К.

Наличие преобразования, позволяющего перейти от сложной нелинейной системы
к линейной, сводится к условию существования группы симметрий для сложной нели-
нейной системы управления. В [6] получено, что для автономных управляемых систем
ẋ = f(x, u) группа симметрии действует на множестве решений данной системы, ес-
ли диффеоморфизм имеет следующую структуру: u′

= u
′
(x, u), x

′
= x

′
(x), где (x, u) –

старые локальные координаты и управление, (x′
, u

′
) – соответственно новые.

В данной статье рассматривается класс сложных нелинейных динамических систем
линейных по управлению (1), класс так называемых аффинных систем. То есть систему
(1) можно представить в виде системы уравнений:

ẋi = f1(x)xi + f2(x)ui, xi ∈Mn×1, f2(x0) ̸= 0, (2)

где Mn – гладкое многообразие; x0 – равновесная точка; f1(x), f2(x) – гладкие векторные
поля на Mn :

f1(x) = [ξ1(x), . . . , ξn(x)]
T

f2(x) = [η1(x), . . . , ηn(x)]
T (3)

Если векторные поля рассматриваются как дифференциальные операторы гладких
функций, определенных на многообразии Mn, то они представляются в виде [7]

f1(x) =
n∑

i=1

ξi(x)
∂

∂xi
, f2(x) =

n∑
i=1

ηi(x)
∂

∂xi
(4)

Постановка задачи. Найти такие преобразования для гладкой замены координат
y = y(x) и управления v = v(x, u) (статическая обратная связь), что система (2) приво-
дится к некоторой изоморфной ей системе вида

dy/dt = ACy +BCv, (5)

где AC , BC – матрицы канонической формы Бруновского.
В соответствии с методологией дифференциального подхода, для системы диффе-

ренциальных уравнений (5) формируется совокупность инфинитезимальных операто-
ров, которые формируют базис алгебры Ли [7]. Если совокупность формируется, то для
системы управления удовлетворяются динамические свойства.

Каноническая форма Бруновского для систем со скалярным управлением имеет сле-
дующий вид:

dy1/dt = y2; . . . dyn−1/dt = yn; dyn/dt = ν. (6)

Получим преобразования нахождением производных Ли вдоль векторного поля:

dy1/dt = y2 = Lf1+f2uf1(T1(x)) = f1(T1(x)) + uf2(f1(T1(x))) = f1(T1(x))
dy2/dt = y3 = Lf1+f2uf1(T1(x)) = f 2

1 (T1(x)) + uf2(f1(T1(x))) = f 2
1 (T1(x))

...
dyn/dt = ν = Lf1+f2uf

n−1
1 (T1(x)) = fn

1 (T1(x)) + uf2(f
n−1
1 (T1(x)))

(7)
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Заметим, что в формуле (7) и ниже под f i
1(T1(x)) понимается производная Ли i – го

порядка функции T1(x) вдоль векторного поля f1(x) :

f i
1(T1(x)) = f1(f1(. . . f1(T1(x)) . . .)). (8)

Итак, из (7) и (8) имеем

f2(f
i
1(T1(x))) = 0, i = 2, n− 2, (9)

dn/dt = ν = Lf1+f2uf
n−1
1 (T1(x)) = fn

1 (T1(x)) + uf2(f
n−1
1 (T1(x))) (10)

Для того чтобы из (10) определить u, необходимо обязательно выполнить условие

f2(f
n−1
1 (T1(x)) ̸= 0) (11)

Из анализа (9)-(11) можно сделать следующие выводы. Преобразование (невырож-
денная замена координат) y1 = T1(x) определяется из решения системы линейных диф-
ференциальных уравнений в частных производных (9), (11), т.е.

f2(f
i
1(T1(x))) = 0, i = 2, n− 2, (12)

f2 = (fn−1
1 (T1(x)) ̸= 0) (13)

Остальные координаты получим из (7), т.е.

yi = fn−1
1 (Ti(x)), i = 2, n, (14)

Формулу (14) можно записать в более привычной форме

yi = Ti(x) = f1(Ti−1(x)) = (∂Ti−1(x)/∂x, f1(x)), i = 2, n (15)

где (d, r) – скалярное произведение векторов d и r.
Для аффинных систем (2) система дифференциальных уравнений в частных про-

изводных (12), (13), из которой находится преобразование T1(x), эквивалентна системе
дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка, определенных
последовательным дифференцированием векторного поля f2(x) вдоль векторного поля
f1(x) и последующим дифференцированием функции T1(x) вдоль полученных вектор-
ных полей, т.е.
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(adif1f2)(T1(x)) = 0, i = 0, n− 2 (16)

(adn−1
f1

f2)(T1(x)) ̸= 0 (17)

где adif1f2 – производная Ли векторного поля adn−1
f1

f2 вдоль векторного поля f1(x) при-
чем для

i = 0 : ad0f1f2(x) = f2(x)

i = 1 :
ad1f1f2(x) = Lf1f2(x) = (f1f2 − f2f1)(x) = [f1f2](x) =
= ((∂f2(x)∂x)f1(x)− (∂f1(x)/∂x)f2(x))(x)

i = k : ad1f1f2(x) = Lf1ad
i−1
f1
f2(x) = [f1, ad

i−1
f1
f2(x)]

где [f1f2](x) – скобка (коммутатор) Ли векторных полей f1(x) и f2(x).
Для i = 0 : ad0f1f2(T1(x)) = f2(T1(x)) = 0 и первые уравнения (12), (13) и (16)

совпадают. Для

i = 1 :
(ad1f1f2)(T1(x)) = Lf1f2(T1(x)) = (f1f2 − f2f1)(T1(x)) =
= (f1(f2(T1(x))))− f2(f1(T1(x))) = −f2(f1(T1(x)))

,

так как f2(T1(x) = 0). Выше было использовано свойство производной Ли:

L[f1,f2](T1(x)) = [Lf1 , Lf2 ](T1(x)).

Исходя из определения скобок Ли и непосредственными вычислениями можно пока-
зать, что для

i = k : (adkf1f2)(T1(x)) = Lf1(ad
k−1
f1

f2)(T1(x)) =

=
k∑

j=0

(−1)jCk
j f

k−j
1 f2f

j
1 (T1(x)) = (−1)kf2f

k
1 (T1(x)) = 0

(18)

так как

f2f
j
1 (T1(x)) = 0, j = 0, k − 1, (19)

причем в (18)

Ck
j =

k!

j!(k − j)!
.
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Формулы (18), (19) справедливы для k = 0, n− 2. Для k = n− 1

(adn−1
f1

f2)(T1(x)) = (−1)n−1f2f
n−1
1 (T1(x)) ̸= 0 (20)

Эквивалентность формул (12), (13), (16), (17) доказана.
Функция T1(x) определяется из системы линейных дифференциальных уравнений в

частных производных первого порядка (18), (19), но при этом векторные поля adif1f2(x),
i = 0, n− 2, должны подчиняться условию их совместной интегрируемости и условию
инволютивности.

Заметим, что при f2(x) = f2 = const

(adif1f2)(T1(x)) = (−1)i(f2f
i
1)(T1(x)), i = 0, n− 1 (21)

и формулы (12), (13) и (16) полностью совпадают.
Инволютивность является краеугольным камнем при выводе условий интегрируе-

мости уравнений в частных производных и фактически при этом является синонимом
термина «интегрируемость».

Говорят, что множество векторных полей {f11(x), . . . , f1m(x)} инволютивно, если су-
ществуют такие скалярные поля (функции) αijk(x), что

[f1i, f2j](x) =
m∑
k=1

αijk(x)f1K(x) (22)

В этом случае совокупность {f11(x), . . . , f1m(x)} определяет алгебру Ли
{f11(x), . . . , f1m(x)}LA относительно бинарной операции [·, ·]. Фробениус показал,
что система векторных полей тогда и только тогда интегрируема, когда она инволютив-
на. Сначала рассмотрим только класс так называемых инволюционных систем. Система
векторных полей S = (f11(x), . . . , f1m(x)) находится в инволюции, т.е. векторные поля
попарно коммутируют, если

f1if1j(z(x)) = f1jf1i(z(x)), i, j = 1,m

или

[f1if1j](x) = (f1if1j − f1jf1i)(x) = 0 (23)

для любой дважды и более дифференцируемой функции z(x), т.е. условия (23) совпа-
дают с (22) для αijk = 0. Покажем, что любая инволютивная система векторных полей
имеет в качестве канонического (исходного) базиса инволюционную систему, из которой
она определяется умножением на некоторые гладкие функции, определяя тем самым
то же самое гладкое инволютивное распределение ∆p размерности p, что и исходная
инволюционная система.
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3 Синтез управления нелинейной многосвязной системы на основе геомет-
рического подхода

Пусть S = {f11(x), . . . , f1n−1(x)} – инволюционная система на подмногообразии V.
Пусть из системы S получена новая система S = {f21(x), . . . , f2n−1(x)} умножением

векторных полей f11 на гладкие функции gi(x), i = 1, n− 1, не обращающиеся в нуль
в окрестности точки x0. В этом случае S1 определяет то же распределение ∆n−1, но с
другой параметризацией. Например, для n− 1 = 2 имеем f21 = g1(x)f11, f22 = g2(x)f12.

Тогда

[f21, f22]f(x) = (γ1(x)f21 + γ2(x)f22(x) + γ3(x)[f11, f12])f(x) =
= (γ1(x)f21 + γ2(x)f22(x))f(x).

так как из (23) [f21, f22] = 0. Функции γi(x), i = 1, 2, 3 находятся из следующих соотно-
шениях:

γ1(x) = (−g2(x)f12(g1(x)))/g1(x),

γ2(x) = (−g1(x)f11(g2(x)))/g2(x),
γ3(x) = g1(x) · g2(x).

Видно, что если S = {f11, . . . , f1n−1} – инволюционная система на подмногообразии V,
то S1 = {f21, . . . , f2n−1} определяет инволютивную систему на том же подмногообразии.

Что касается исходной системы S = {f11(x), . . . , f1n−1(x)} = {adif1f2(x), i = 0, n− 2}
определяющей систему (18), то из вывода уравнений (14) следует, что в общем случае это
инволютивная система на подмногообразии V, так как из условия [f1if1j]f(x)∀f1i ∈ ∆n−1

не обязательно следует, что [f1if1j] = 0
Вопрос о существовании преобразования y = T (x), v = v(x, u) для исходной системы

(2) сводится к проблеме наличия группы симметрий – группы диффеоморфизмов, пере-
водящих решения управляемой системы (10) в решения системы (5) и наоборот. Здесь
основную роль играет теорема Софуса Ли (аналог теоремы Руффини-Абеля-Галуа о
разрешимости алгебраического уравнения в радикалах) о разрешимости линейного диф-
ференциального уравнения в частных производных Az = 0.

Эта теорема приводит к следующим условиям наличия у (2) группы симметрий:

1)f1i(T1(x)) = 0, i = 1, n− 1 (24)

f1n(T1(x)) ̸= 0, (25)

2) система S = {f11(x), . . . , f1n−1(x)} = {adif1f2(x), i = 0, n− 2} – является инволю-
тивной;

3) векторные поля {f11(x), . . . , f1n−1(x)} = {adif1f2(x), i = 0, n− 1} – линейно незави-
симы в окрестности равновесной точки x0.
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Формулы (24), (25) в точности повторяют условия (12), (13) или (16), (17), условия 2)
выполнены для S и единственным дополнительным условием существования является
3).

Если равновесная точка x0 ̸= 0, тогда преобразование

y1 = T1(x)− T1(x0) (26)

позволяет получить интегральное многообразие, проходящее через данную точку x0.
Суммируя вышесказанное, сформулируем основную теорему о наличии линейных

эквивалентов у системы (2).
Условие. Нелинейная система (2) тогда и только тогда имеет линейный эквивалент –

систему (5) в окрестности равновесной точки x0, когда выполнены следующие условия:
1) система S = {adif1f2(x), i = 0, n− 2} – инволютивна;
2) adn−1

f1
f2 ̸= 0 в точке равновесия и ее окрестности;

3) векторы adif1f2(x), i = 0, n− 1 линейно независимы в точке равновесия и ее окрест-
ности;

4) преобразование T1(x), полученное из системы дифференциальных уравнений (18),
связано с переменной y1 соотношением (26), остальные преобразования находятся из (7),
(10);

5) статическая обратная связь определяется из уравнения

ν = fn−1
1 (T1(x)) + u · adn−1

f1
f2(T1(x)).

откуда после нахождения ν = ν(y) и замены y = T (x) получим обратную связь в исход-
ной системе

u(x) =
ν(T (x))− fn−1

1 (T1(x))

adn−1
f1

f2(T1(x))
. (27)

4 Заключение

В статье синтезируется управление для многосвязного нелинейного объекта на основе
геометрического подхода.

Для сложной системы управления данным объектом применена процедура децен-
трализации и выведено условие наличия линейного эквивалента нелинейных систем.

В данной статье рассматривается синтез управления для многосвязного нелинейно-
го энергетического объекта на основе геометрического подхода. Для сложной системы
управления энергетическим объектом применена процедура децентрализации. На ос-
нове методологии геометрического подхода для декомпозированной системы выведено
условие наличия линейного эквивалента нелинейных систем. В основе условия лежит
процедура доказательство образования нелинейной многосвязной системы векторных
полей. Для этого исходная декомпозированная система представляется в канонической
форме Бруновского. Синтез управления нелинейной многосвязной системы на основе
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геометрического подхода реализован с помощью получения линейных эквивалентов на
условиях инволютивности, не равенстве нулю операторов алгебр Ли в точке равнове-
сия и ее окрестности, линейной независимости векторов операторов алгебр Ли в точке
равновесия и ее окрестности.
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ляется оттиск работы в двух экземплярах.

5. Объем статьи, включая список литературы, таблицы и рисунки с подрисуночными надписями,
аннотации, не должен превышать 15 страниц печатного текста. Минимальный объем статьи - 5
страниц. В начале работы после заголовка и фамилий авторов работы помещается её аннотация
в объеме 200-250 слов на том же языке, на котором набран основной текст. Кроме сведений,
которые можно почерпнуть из заголовка, аннотация должна отражать методы исследования,
основные результаты статьи, их новизну и указывать на смежные работы.

После аннотации задаются ключевые слова. Для каждой работы задайте 5-6 ключевых слов в
порядке их значимости, т.е. самое важное ключевое слово статьи должно быть первым в списке.

Название работы, ФИО авторов, аннотация и ключевые слова должны быть представлены в
статье на трех языках: казахском, русском и английском.

Использованная литература должна быть оформлена в соответствии с ГОСТ 7.1-2003 "Библио-
графическая запись. Библиографическое описание. Общие требования и правила составления".
Список литературы должен состоять не более чем из 20 наименований. Ссылки на источники в
тексте статьи даются только в квадратных скобках (без цитирования [12], при цитировании или
пересказе авторского текста [12, с. 29]). Нумерация ссылок в статье производиться по порядко-
вому номеру источника в пристатейном списке литературы. Архивные материалы в список не
включаются, ссылки на них помещаются в тексте в круглых скобках. При использовании в статье
источников из электронных ресурсов или удаленного доступа (Интернета) в списке литературы
приводится библиографическая запись источника и ссылка на сетевой ресурс с полным сетевым
адресом в Интернете. Желательно указывать дату обращения к ресурсу.

Список литературы на языке оригинала сопровождается списком литературы (references) в ан-
глийской транслитерации.

6. Журнал придерживается единого стиля и поэтому предъявляет ряд общих требований к оформ-
лению работ. Исходный (неоттранслированный) tex-файл должен целиком помещаться в гори-
зонтальных рамках экрана за возможным исключением матриц и таблиц и транслироваться без
протестов LATEX2ε и сообщений о кратных и неопределенных метках, больших переполненных
и незаполненных боксах. Не следует определять много новых команд, изобретая собственный
сленг. Авторы могут подгружать другие стандартные стилевые пакеты, но только те, которые
не входят в противоречие с пакетами amsmath и amssymb. Естественно файл, кроме всего про-
чего, должен быть проверен на отсутствие грамматических и стилистических ошибок. Статьи,
не удовлетворяющие этим требованиям, возвращаются на доработку.
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Эталонный образец работы с демонстрацией графики, с преамбулой устраивающей редакцию,
списки типичных ошибок оформления и методы их устранения можно получить в редакции или
на сайте КазНУ им. аль-Фараби http://journal.kaznu.kz.

7. Графические файлы с рисунками должны быть только качественными черно-белыми в фор-
мате .eps , либо выполненными в латеховском формате. Рисунки в этих форматах делаются,
например, с помощью мощных математических пакетов Maple, Mathematica или с помощью па-
кета Latexcad. Качественные графические файлы сделанные другими графическими программа-
ми должны быть сконвертированы в формат .eps c помощью Adobe Photoshop или конвертера
Conversion Artist. Все рисунки должны быть уже импортированными в tex-файл и представля-
ются в редакцию вместе с основным файлом статьи. Графические форматы,отличные от выше
указанных, отвергаются.

Редакция вправе отказаться от включения в работу рисунка, если автор не в состоянии обеспе-
чить его надлежащее качество.

Уважаемые читатели, вы можете подписаться на наш журнал "Вестник КазНУ. Серия математи-
ка, механика, информатика”, который включен в каталог АО "Казпочта""ГАЗЕТЫ И ЖУРНАЛЫ".
Количество номеров в год – 4. Индекс для индивидуальных подписчиков, предприятии и организаций –
75872, подписная цена за год – 1200 тенге; индекс льготной подписки для студентов – 25872, подписная
цена за год для студентов – 600 тенге.
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